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ВСТУП

У теперішній час важко уявити собі керівника, який приймає 

рішення, базуючись виключно на своєму досвіді та інтуїції. 

Обґрунтовані рішення вимагають аналізу великого обсягу інформації 

та застосування спеціальних засобів, в основі яких лежать сучасні 

математичні методи. Саме такого підходу потребують задачі 

планування та розміщення об’єктів, які часто виникають на практиці, 

наприклад, для визначення місць розташування складів, розподільних 

центрів, центрів зв'язку’ та виробничих потужностей.

Вивченню задач розміщення присвячена значна частина робіт з 

дослідження операцій. При цьому область, в якій проводиться 

розміщення, може мати різну природу, структуру та характеристики, 

а термін «об'єкт» може трактуватися досить широко. В англомовній 

літературі такі задачі відомі як «Facility location problem» та 

«Continuous Location-Allocation Problem».

Постійна зацікавленість до проблеми розміщення об’єктів 

підтверджується великою кількістю публікацій, присвячених 

розробці математичних моделей, ефективних методів і алгоритмів 

розв'язування різних задач розміщення, серед яких роботи видатних 

дослідників в економіці (В. Лаунхардт, М. Вебер, І. Тюнен), 

дискретному програмуванню (DreznerZ., Hamacher. Н., В.Л.Береснев, 

Е.Х. Гімаді, Трубін, Михалевич, Шор) та ін.

Велику кількість вітчизняних і зарубіжних публікацій 

присвячено дослідженню дискретних задач розміщення в яких 

припускається, що споживачі розміщені дискретно, як «центри 
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тяжіння» поштових індексів. Таке припущення, в основному, 

продиктовано обмеженими можливостями здатності розрізняти 

об'єкти, а також обчислювальною складністю розв’язування задач 

розміщення-розподілення з великою кількістю клієнтів, адже така 

задача є NP-повною задачею. Серед авторів, які займалися 

дискретними задачами розміщення слід згадати L. Cooper (1963), Z. 

Drezner (2003), В.А. Трубін (1992), J. Beasley (1993), R. Farahani 

(2010), R. Aboolian (2007). M. Jepsen (2012) та ін.

Неперервні задачі розміщення-розподілу, в яких множина, що 

підлягає розбиттю, є континуальною, детально вивчаються. Таким 

задачам приділяли увагу Н. W. Corley та S. D. Roberts, 

В. Р. Хачатуров, І. В. Бейко та інші. Протягом останніх десятиліть 

неперервні задачі оптимального розбиття множин із розташуванням 

центрів є предметом досліджень О.М. Кісельової, Л.І. Лозовської, В. 

Строєвої та ін.

В умовах сучасного економічного розвитку країни транспортно- 

виробничі системи, в яких реалізуються логістичні процеси 

кругообігу матеріальних ресурсів, є досить ємними і складними, 

оскільки характеризуються великою кількістю господарчих суб'єктів і 

посередників, розміщених в різних регіонах і на великих територіях, 

відмінностями у розмірах потреб у різних покупців, багатьма іншими 

факторами. Логістика матеріальних потоків здійснюється не тільки в 

рамках одного самостійного підприємства, але й за його межами, в 

інших, подібних до нього або пов’язаних з ним структурах, а це 

визначає таку властивість транспортно-виробничих процесів, як їх 
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багатоетапність. Прикладами таких логістичних процесів і 

оптимізаційних задач, що виникають, є:

- раціональний збір сільськогосподарських культур і їх доставка 

спочатку’ до зерносховищ, а потім до кінцевого споживача;

- формування мережі сучасних сміттєперевантажувальних і 

сміттєсортувальних станцій з метою скорочення питомих сумарних 

витрат на вивезення відходів;

- планування лісосічних робіт і подальше вивезення деревини з 

організацією проміжних складів, враховуючи можливість 

використання місць штабелювання для доставки до них 

лісоматеріалів з сусідніх лісосік;

- розподіл матеріальних потоків між клієнтами, пунктами 

прийому й переробки сировини, що забезпечує мінімальні 

транспортні витрати;

- формування регіональної складської мережі, мережі поштових 

служб доставки та ін.

В названих логістичних транспортно-виробничих системах 

структурними елементами є підприємства, які здійснюють збір 

деякого неперервно розподіленого на певній території ресурсу (у 

подальшому - центри першого етапу), і підприємства, які цей ресурс 

споживають або переробляють (центри другого етапу). За кожним 

центром першого етапу, як правило, закріплюється територія (зона) 

його обслуговування. Рух матеріальних потоків здійснюється 

спочатку в напряму’ від кожної точки даної області безпосередньо до 

обслуговуючого її підприємства, а потім первинно оброблений або 
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розсортований ресурс направляється в певних кількостях на 

підприємства, які є споживачами цього ресурсу.

На відміну від добре вивчених дискретних багатоетапних задач 

розміщення-розподілу (роботи В.Л. Береснева, Е. X. Гімаді, Ю.А. 

Кочетова, В.А. Трубіна, Д.Б. Юдіна та інших) багатоетапні задачі, в 

яких початковий ресурс займає суцільно (щільно, густо) деяку 

територію, в науковій літературі майже не представлені. їх 

математичні моделі набувають неперервний характер. Дослідженню 

саме таких багатоетапних задач розміщення підприємств з 

неперервно розподіленим ресурсом присвячена монографія. 

Запропоновані в ній моделі враховують неперервність розподілення 

ресурсу та наявність декількох етапів виробництва.

Перший розділ монографії містить короткий огляд існуючих 

моделей задач розміщення розподілу7. Проведено аналіз становлення 

та розвитку теорії багатоетапних задач розміщення-розподілення, а 

також неперервних задач оптимального розбиття множин. Подано 

приклади математичних постановок таких задач та їх модифікації. 

Зроблено огляд традиційних підходів, моделей і методів, які 

застосовуються до досліджуваних видів задач. Сформульовані 

багатоетапні задачі розміщення підприємств на континуальній 

множині.

У другому розділі побудовані математичні моделі двоетапних 

задач оптимального розподілення ресурсу, неперервно розподіленого 

на заданій території. Розглянуто задачі без обмежень на потужності 

підприємств та за наявності таких обмежень. Математичні 

постановки задачі оптимального розподілення неперервно 
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розповсюдженого ресурсу при наявності обмежень на потужності 

підприємств першого етапу сформульовані у вигляді неперервних 

задач оптимального розбиття множин з двовимірного евклідового 

простору на підмножини з розташуванням центрів, обмеженнями у 

формі рівностей, які враховують потужності центрів першого етапу’ і 

додаткові зв'язки між центрами першого і другого етапів.

У третьому розділі запропоновані моделі узагальнено на 

випадок, коли необхідно не тільки розподілити ресурс, а і визначити 

місця розміщення підприємств. Тут розглянуто двоетапну задачу 

розміщення-розподілення з неперервно розповсюдженим ресурсом як 

неперервну задачу’ оптимального розбиття множин з розміщенням 

центрів за наявності додаткових зв'язків, причому у двох 

постановках: з обмеженнями на потужність підприємств першого 

етапу та без таких обмежень. Сформульовано та обґрунтовано методи 

розв’язування таких задач.

Четвертий розділ присвячено дослідженню та аналізу 

результатів обчислювальних експериментів із розв’язування 

модельних двоетапних задач розміщення-розподілення за допомогою 

розроблених алгоритмів. Представлено результати перевірки 

коректності роботи алгоритмів; виявлено залежність значення 

функціоналу і часу розв'язання задачі ОРМДЗ від розміру сітки 

дискретизації області; з'ясовано параметри задачі, що впливають на 

форму границь між підмножинами в задачах з фіксованими центрами 

першого етапу’; обгрунтовано доцільності постановки і розв'язування 

неперервних задач ОРМДЗ при формуванні потоків двоетапного 
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транспортування матеріальних (сировинних) ресурсів, які неперервно 

розподілені на певній території.

Результати практичного застосування запропонованих методів 

та алгоритмів представлено у розділі 5. Тут розглянуто приклади 

застосування розроблених моделей та алгоритмів для розв’язання 

практичних задач, що виникають у паливно-енергетичному 

комплексі.

Монографія написана за результатами спільних досліджень, що 

проводяться авторами в Дніпровському державному університеті 

внутрішніх справ та Національному технічному університеті 

«Дніпровська політехніка». Розділ 1 є результатом сумісної роботи 

авторів, розділи 2-4 написані О.Д. Станіною і містять результати її 

дисертаційного дослідження, розділ 5 представляє дослідження 

Л.С. Коряшкіної та С.А. Ус.

Автори сподіваються, що матеріал книги буде цікавий і 

корисний, перш за все. молодим вченим, аспірантам, науковим 

працівникам. які займаються дослідженнями в області 

нескінченновимірного математичного програмування, а також 

фахівцям, в практичній діяльності яких виникають проблеми 

прийняття рішень, територіального планування, оптимального 

розміщення об'єктів різної природи в заданій області з урахуванням 

багатоетапності виробництва та інші завдання, пов'язані із 

розв’язанням багатоетапних задач та задач оптимального розбиття 

континуальних множин.
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РОЗДІЛ 1. ЗАДАЧІ РОЗМІЩЕННЯ - РОЗПОДІЛУ

1.1 Приклади задач розміщення - розподілу та їх класифікація

Задачі розміщення-розподілу - це розповсюджені задачі 

оптимізації, що виникають при виборі місць розташування різних 

державних, промислових або комерційних центрів обслуговування, з 

огляду на потреби, які ці об'єкти мають на меті задовольнити. 

Оскільки ці задачі є, як правило, складними, формулювання моделей, 

а також аналіз варіантів розв’язання виконується спеціалістами- 

аналітиками, оскільки реалізація обраного варіанту місць 

розташування часто є дорогою і, коли вона вже виконана, не може 

бути легко змінена. Прикладом таких задач можуть бути: задачі 

розміщення виробництва або розподільчих центрів [1 - 3], 

розташування різних пунктів обслуговування (лікарні, магазини, 

пожежні депо та ін) [4]; формування генеральних планів 

підприємства [5]; проектування друкованих плат та інтегральних 

схем [6 - 8]; конструювання літальних апаратів [9]; задачі зрошення 

[10]; проектування мереж мобільного зв'язку [11] та інші.

Вперше такі задачі були сформульовані ще в XVII столітті. їх 

виникнення і перші спроби розв’язування пов'язують з іменем П'єра 

Ферма, який сформулював, ймовірно, першу задачу розміщення: для 

заданих трьох точок знайти таку четверту (відому зараз, як точка 

Ферма), що сума довжин трьох відрізків, проведених з цієї точки до 

заданих, була б найменшою. Ця задача була частково розв’язана 

Е. Торрічеллі та Б. Кавальєрі в 1640 році. А вже у 1970 Т. Сімпсон 
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модифікував її та узагальнив у напрямку врахування довільних ваг та 

зв'язків між об'єктами.

Як зазначено в [12], становлення теорії просторового 

розміщення об’єктів пов'язують з роботою 1826 року Й. Тюнена 

«Ізольована держава в її відношенні до сільського господарства та 

національної економії». Тюнен ставив перед собою задачу виявити 

закономірність розміщення сільскогосподарчих виробництв відносно 

центру попиту. Як результат, були створені так звані кільця Тюнена, 

що представляють собою систему концентричних кіл різного 

діаметру навколо центру міста. Значно пізніше Вебер назвав їх 

ізодапанами.

В. Лаунхард (1882 р.) займався оптимальним розміщенням 

окремого промислового підприємства відносно місць розташування 

сировини та ринків збуту. Він, також як і Й. Тюнен, головним 

фактором розміщення виробництва вважав транспортні витрати.

В 1909 році М. Вебер використав задачу’ розміщення як модель 

для оптимального розміщення фабрик при відомих місцях 

розташування ресурсів і споживачів. Зараз, така задача відома як 

задача Вебера [13 - 15]. Вона є окремим випадком загальної задачі 

географічного розміщення господарської діяльності людини. 

Причому, фактором розміщення («штандартним» фактором) Вебер 

називав економічну вигоду - скорочення витрат на виробництво та 

збут продукції, що на практиці означало можливість виготовляти цей 

продукт в певному місці з меншими витратами в порівнянні з іншими 

місцями.
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Всі задачі розміщення можна розбити на два великі класи: задачі 

розміщення взаємопов'язаних об'єктів і задачі розміщення-розподілу 

(задачі розміщення підприємств). До першого класу належать задачі 

зі заздалегідь відомою структурою зв'язків між об'єктами: задачі 

Вебера [16, 17], квадратична задача про призначення [18, 19] і т.п. У 

задачах другого класу відсутні зв'язки між розміщеними об’єктами - 

«постачальниками» і відбувається розподіл фіксованих об'єктів - 

«клієнтів» між ними. До таких задач відносять задачі про р-медіану 

[20, 21] та р-центри [21, 22], найпростішу задачу’ розміщення [23 - 26] 

та ін.

Крім того, важливим критерієм класифікації задач розміщення, і 

як наслідок, методів їх розв’язання, є тип об’єкту’, що розміщується. 

Так, зазвичай, виділяють три типи об’єктів: точечні, лінійні та 

площадці [12]. До першого типу відносять задачі розміщення одного 

або декількох об’єктів, розмірами яких можна знехтувати. Для 

розв’язку таких задач можна, наприклад, використати, метод 

Лаунхард або метод потенціалів, відомий з фізики.

Для розв’язання задач другого типу’, прикладом яких можуть 

бути задачі розміщення трубопроводу, ці методи вже не даватимуть 

коректні результати, адже потребують вивчення рельєфу поверхні та 

місцевих умов.

При розв’язуванні задач розміщення площадних об’єктів, 

необхідно враховувати їх деякі геометричні характеристики. 

Вивченням таких задач займається харківська школа, серед 

представників якої - В.Л. Рвачев, Ю.Г. Стоян, С.В. Яковлев, 

Романова Т.Є. та ін. В рамках цієї школи вивчаються задачі 
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пакування, розкрою, розміщення об’єктів в просторі, а також задачі 

покриття та розбиття з урахуванням деякого критерію якості [9, 27- 

29].

Наведемо приклади теоретичних і практичних задач, які 

зводяться в математичній постановці до задач розміщення:

- задачі календарного планування [ЗО].

- стандартизації [31],

- мінімізації поліномів від булевих змінних [32],

- двохрівневі задачі вибору номенклатури виробів [33],

- багатоетапні задачі розміщення [33-38] та ін.

Слід зазначити, що велика частина робіт присвячена вивченню 

найпростішої задачі розміщення та її узагальненню на випадки 

додаткових певних умов: наприклад, обмежень на обсяг виробництва 

[38, 39], кількість видів продукції [40], стадій, динаміки [41 - 45], 

багатокритеріальність [42] та ін.

В загальній постановці під задачею розміщення-розподілу (ЗРР) 

розуміють наступил7: необхідно визначити кількість нових об'єктів і 

координати їх розміщення, а також розподілити перевезення між 

новими та існуючими об'єктами, при цьому передбачається, що нові 

об'єкти мають бути розташовані таким чином, щоб вартість 

транспортування від об'єктів до «споживачів» була мінімальна.

Зокрема, ЗРР можна сформулювати так [43]: необхідно 

розмістити N нових виробників (xv...,xN),х,eR1 Vz з урахуванням 

попиту вже існуючих М споживачів А = а. є R2 V/ із метою

мінімізації суми додатньо зважених відстаней між ними.
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Розрізняють такі види задач ЗРР (рис. 1.1) в залежності від:

- кількості продуктів: одно-, багатопродуктові;

- числа центрів, що розміщуються: одно-, багатоцентрові;

- кількості джерел: одно-, багатоджерельні;

- форми обєкту: точкові, лінійні, плоскі, просторові, на графі 

чи мережі;

- області розміщення: дискретні, неперервні.

Так, математична постановка найпростішої ЗРР з одним 

джерелом (тобто таких, де споживач належить тільки одному 

виробникові) і без обмежень можна сформулювати наступним чином:

Задача 1. Знайти:
N М

min 2
1=1 у=1

при обмеженнях
д?
^Уу = 1,7 = 1, ...,М

Z—1

у-є{1,0},7 = 1,...,М/ = 1,...Л
Тут бу леві змінні у у, j = 1... .,М, і = 1, ■ • ■, N містять інформацію 

про приналежність існуючого споживача новому виробнику, тобто
1. якщо а; закріплений за х, 

J7, = і1’ 1^0 в іншому випадку.
Дане обмеження, забезпечує виконання умови на наявність лише 

одного джерела для кожного споживача. Додатні ваги wj: i = l,...,N, 
можуть означати, наприклад, попит споживача а,. Дана задача, при 
фіксованих центрах, може бути зведена до задачі розбиття дискретної 
множини.
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Задачі розміщення-розподілу

Рис. 1.1. Види задач розміщення-розподілу
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Перша ЗРР з множиною джерел (багатоджерельна задача) та без 

обмежень була сформульована Купером в 1964 році [44] у такий 

спосіб:

Задача 1.1. Знайти

тіп£2Хй?(х,,а7)
₽і 7=і 

при обмеженнях 
N

і=ї

X, єЛ2,/ = 1,...Л, 

де wtj - кількість товару, що доставляється від виробника з номером і 

до споживача з номером /, <У(х,,с7;) - відстань від виробника і до 

споживача j.

Задача містить обмеження, яке дозволяє доставляти кожному з 

покупців продукцію з г. виробників.

В подальшому ці задачі ускладнювалися за допомогою введення 

обмежень на виробничі потужності [43]:

minEE6VwAx.’aP
1=1 у=1 

при обмеженнях

E't L.....V.
./=1

Е^'у=
1=1
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x, eR\i = l,...,N, 

де cr. - вартість транспортування одиниці товару, розрахована на 

одиницю відстані від виробника і до споживачаJ.

Ця задача включає обмеження, які дозволяють не тільки 

доставляти кожному з покупців продукцію з г заводів, але й 

враховувати потужність v самих заводів.

В подальшому такі задачі трансформувалися до моделей 

багатопродуктових ЗРР з обмеженнями, які можна представити у 

наступному вигляді:
N М К

/=17=1&=1 

при обмеженнях 
м

l>ijk = Sik,i = l,...,N,k =
7=1
N

= rjk, j = l,...,M,k = 1,-Л, 

к

Zw,jk<u, і = =
k=i

wijk >0,i = = l,...,M,k =

На сьогоднішній день вже розроблено велику кількість методів і 

алгоритмів розв’язання подібних задач, до них можна віднести: 

алгоритм гілок та меж [13, 26], множників Лагранжа [46], метод 

пошуку з заборонами [47], метод р-медіани [48], генетичний 

алгоритм [49, 50] та багато інших [51 - 59]. Однак всі ці методи 

застосовуються для задач, в яких множина споживачів дискретна.
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Вони не можуть бути беспосередньо використані при розв'язанні 

задач з споживачами, щільно розподіленими на заданій території, 

оскільки виникають складнощі з урахуванням попиту таких 

споживачів. Щоб вирішити такі питання, більшість алгоритмів, що 

зараз використовуються побудовано на принципі агрегації попиту 

[56]. Даний принцип, передбачає спрощення масиву вхідних даних, 

часто за рахунок використання середнього арифметичного, моди або 

медіани. В результаті такого підходу виникають часом досить істотні 

похибки, оцінки яких представлені, наприклад, в роботах [56, 57].

Слід зазначити, що останнім часом все більша кількість 

дослідників звертає свою увагу на ЗРР в умовах нечіткості. 

Особливістю даної групи задач, є врахування того факту, що в 

більшості випадків досить складно, а часом і неможливо, отримати 

достовірну інформацію про стан навколишнього середовища. Тому 

моделі таких задач мають в собі стохастичні та нечіткі складові. У 

більшості випадків, в якості невизначеного фактора використовують 

попит споживачів [33, 60, 61].

Зараз з'явилося чимало робіт, які враховую неперервність 

попиту [33, 39, 58]. Дані задачі умовно можна розділити на задачі з 

рівномірним і нерівномірним розподілом попиту. Однак, як показує 

практика, при розв’язанні ЗРР у звичайній постановці виникають 

складнощі, пов’язані з врахуванням обмежень.

В статті [62] для вибору місцезнаходження станції 

техобслуговування використовувався метод, заснований на цілій 

низці різноманітних підходів та методів. Так, метод К-середніх був 

використаний для кластеризації станцій технічного обслуговування; 
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оптимальна кількість скупчень була розрахована за допомогою 

індексу Силует (Silhouette); ефективність кожного кластера станцій - 

за допомогою меделей Чарнза. Купера та Родса тощо.

Робота [63] присвячена дослідженню задачі розміщення об'єктів 

з обмеженнями на потужності підприємств, що збирають певні 

ресурси, визначені основні проблеми та перспективи розв'язання 

задач такого типу.

В [64] автори прицілюють увагу7 не тільки задачі зниження 

вартості розміщення та мінімізації вартості доставки товарів 

багатопродуктового виробництва, а й вирішують питання про 

оптимальний переліку товарів, що надається споживачам.

В роботі [65] розв’язується задача розміщення виробництва при 

умові мультипокриття. Автори пропонують використовувати 

декомпозицію задачі та метод релаксації Лагранжа.

В роботі [66] досліджується трьохрівнева задача розміщення 

об’єктів на деревовидній мережі, яка є логічним продовженням 

задачі [23]. Автори пропонують і обгрунтовують точний алгоритм її 

розв'язання, доводить, що запропонований метод вирішиє задачу за 

лінійний час. Цікавим є поєднання можливостей використання 

регресії, евристики та машинного навчання під час розв’язування 

задач розміщення, представлене в [67].

В світі останніх подій, пов’язаних з пандемією COVID-19 

особливо актуальною виглядає робота [68] присвячена вибору місця 

розташування пунктів тестування COVID-пацієнтів. Авторами 

створений гібридний метод, заснований на обробці аналітичних 

ієрархій та методу Парето.
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1.2 Математичні моделі і типи задач оптимального розбиття 

множин

Велик}' кількість задач, які мають теоретичну' та практичну 

цінність, можна звести до задач оптимального розбиття множин. 

Прикладом таких задач можуть бути задачі зрошення, 

територіального та складського планування, нескінченновимірні 

транспортні задачі, задачі розміщення та розподілу, комбінаторні 

геометричні задачі, задачі теорії класифікації та кластерізації, а 

також багато їм подібних.

Існують різні класи задач ОРМ. Часто в основі класифікації 

задач ОРМ лежить деяка ознака. Так, наприклад:

- за видом функціоналу задачі розділяють на лінійні [23, 59, 69, 

70] та нелінійні [32, 71, 72] ;

- за потужністю множини, на якій розміщується об’єкти, - 

скінченні [35, 59, 69, 72] та нескінченні [61, 73 - 75];

- за наявнісю параметрів, які змінюються з часом, - статистичні 

та динамічні;

- за характером параметрів, що включені до моделі, - 

стохастичні та детерміновані та ін.

Задачі ОРМ часто умовно розділяють на два класи: дискретні та 

неперервні задачі (рис. 1.2) [76]. Перший клас - дискретні задачі - 

характеризуються наступною постановкою: є деяка скінченна 

множина, яка підлягаю розбиттю. Такий клас задач має цілий ряд 
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підзадач, для яких сформульовано велику кількість підходів та 

алгоритмів розв’язування:

- задачі розміщення-розподілу [33, 50, 54, 75-80];

- задачі маршрутизації [81, 82];

- задачі розкладу [83, 84], тощо.

Сформулюємо задачу’ ОРМ наступним чином: нехай множина 

І = {1, задає перелік можливих місць розташування

підприємств, що виробляють деякий однорідний продукт. В будь- 

якому з пунктів і можна відкрити підприємство, величина > 0 задає 

відповідні витрати. Відкрите підприємство може виробляти 

продукцію для споживачів в необмеженій кількості.

Перелік споживачів задається множиною J = Для

кожної пари (і, J) відома величина gtj > 0, яка визначає витрати на 

виробництво та доставку продукції споживачам. Задача складається у 

тому, щоб знайти таку множину’ нових підприємств S <z /, S 0, яка 

з мінімальними витратами дозволяє задовольнити потреби всіх 

споживачів. З використанням введених позначень оптимізаційна 

постановка задачі може бути записана наступним чином:

F(5) = + Z ™п"" фі? ’
JEJ SS/

Дискретні задачі ОРМ активно вивчаються, починаючи з 

середини минулого сторіччя [25, 85]. Перші алгоритми розв’язання 

таких задач з малими розмірностями мали комбінаторний характер та 

були досить добре досліджені. З розвитком техніки та виробництва 

виникла необхідність розв’язання задач більшої розмірності, що 

сприяло подальшому7 розвитку дискретних задач ОРМ. В результаті 
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цього було створено велику кількість методів та підходів [80, 86 - 

88] для розв’язування подібних проблем.

Задачі ОРМ

однопродуктові

лінійні

багатопродуктові

нелінійні

детерміновані стохастичні

в умовах повної інформації 
про вихідні дані (чіткі)

в умовах неповної інформації 
про вихідні дані (нечіткі)

статичні динамічні

без обмежень з обмеженнями у формі 
рівностей та нерівностей

з розміщенням центрів 
підмножин

з фіксованими центрами 
підмножин

одноетапні багатоетапні

Рис. 1.2. Класифікація задач ОРМ згідно з [76, с. 78]

Варто зазначити, що більшість методів було представлено у 

виглядів евристичних алгоритмів, оскільки на практиці часто 

виникають складності при теоретичному доведенні методу розв'язку.
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На даний час, не дивлячись на велику кількість існуючих підходів до 

розв’язування, задача ОРМ все ще залишається актуальною, що 

підтверджується продовженням сучасних досліджень та 

удосконаленням вже існуючих алгоритмів [49-52, 89].

Другий клас - неперервні задачі ОРМ - характеризуються 

наявністю континуальної множини, яка підлягає розбиттю. Такий 

клас задач є відносно новим, його реалізація є більш трудомісткою. 

Важливість розробки алгоритмів розв'язування неперервних задач 

незаперечна. Серед задач, що зводяться до неперервних задач ОРМ, 

насамперед слід зазначити задачу розміщення-розподілу (при 

неперервному розподілі споживачів), нескінченномірні транспортні 

задачі, неперервні задачі про покриття і т.п. [60, 61]. Активне 

дослідження в області неперервних задач ОРМ починається 60-х 

роках попереднього століття. При цьому якщо в перших роботах 

досліджуються в основному задачі з відомими центрами при 

обмеженнях у вигляді нерівностей [90], то вже в 1976 році О.М. 

Кисельовою запропонований алгоритм розв'язання неперервних 

задач ОРМ з відшуканням центрів підмножин [91]. На даний момент 

запропоновані алгоритми та підходи розв’язування таких задач в 

різних їх постановках [60, 61].

З розвитком теорії оптимального розбиття множин (ОРМ) був 

знайдений підхід, що грунтується на моделях нескінченновимірних 

задач розміщення. Останні в свою чергу, мало чим відрізняються від 

задач розміщення-розподілу з неперервним попитом, оскільки перші 

є узагальненням останніх.
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У загальному вигляді неперервні задачі ОРМ можна 

представити таким чином: нехай споживач деякої однорідної 

продукції розподілений в області £2 [60]. Скінченне число N 

виробників, розташоване в ізольованих точках, області £2, які 

відповідають системі точок т1,т2,...,ту, причому координати деяких з 

них, а можливо навіть всіх, заздалегідь невідомі. Відомий попит р(х) 

на продукцію в кожній точці області £2, а також вартість доставки 

продукції с, (х,т(), z = 1,7V, - з пункту виробництва г, в пункт 

споживання х. Передбачається, що прибуток виробника залежить 

тільки від транспортних витрат. Потужність ї-го виробника 

визначається сумою попиту споживачів, яких він обслуговує, і не 

повинен перевищувати заздалегідь відомі обсяги bt,i=l,N. 

Необхідно розбити область £2 на зони обслуговування кожним з 

центрів, тобто на підмножини £21,£22,...,£2Л, так, щоб сумарні витрати 

на доставку продукції були мінімальні.

У найпростішому випадку математична постановка неперервної 

лінійної задачі розбиття формулюється в такий спосіб [60]: нехай £2 - 

замкнена, обмежена, вимірна за Лебегом множина евклидового 

простору Еп. Необхідно розбити її на N вимірюваних за Лебегом 

підмножин £21,£22,...,£2v так, щоб мінімізувати функціонал:

F(£21,£22,...,£2w) = ^j(c,(x,T/) + a>.)p(x)tZr
>=1 Q,

за умов:
_____ N

mes(£lt о £2 J = 0, і j, і J = 1,7V, = £2.
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Тут с(х,тД і = 1,7V - дійсні, обмежені, вимірні за х для усіх т( 

i = l,...,N, визначені на Q функції; р(х) - дійсні функції, що 

інтегруються та визначені на Q; xz, i = l,...,N. - задані тонкі 

під множини Q. які називаються центрами, a},...,aN - задані 

невід'ємні числа; bt, і = I,N,- задані дійсні числа, що задовольняють 

умові розв'язуваності задачі:

> S, S = jp(x)Jx.
1=1 Q

Введення характеристичних функцій

х [1, г=1,-Л,
[О, х є Q\Q(.

дозволяє записати задану ОРМ у вигляді:

знайти min/(X(-)), ц-м

де Z(X(-)) = ]’^[с,(х,т,.) + «>.]р(х)\(х)с/х, 
Q <=1

r = {A.(x) = (A,1(x),...,Aw(x)):A.;(x) = Ovl, VxeQ, z=l,...,JV;

N

^2 X/ (х) = 1, м.в. для х є Q}. 
і=і

Очевидно, що дана задача є неперервною моделлю ЗРР з одним 

джерелом (згідно з класифікацією приведеною на рис. 1.1) і без 

обмежень.

Подальші удосконалення задачі ОРМ привели до:

- визначення центрів підмножин:

/(Q1,Q2,...,Qw,T1,T2,...,Tv) = ^fci(x,Ti)p(x)Jx
,=1
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за умов:

mes(Qr> Qy) = 0, i*j, i.j = \,N, ^Q=Q;
/=1

- врахування обмежень у формі рівностей і нерівностей [92]:

min/(/.(•), т)
w-w

при обмеженнях

Jp(x)\(x)dx = Z>,, z = \,...,р, ^p(x)'ki(pc)dx<bi, i = p + I,...,N,
Q Q,

X(-) є Г, т є Q ;

- розробки алгоритму розв'язання багатопродуктової (М-

продуктової) задачі ОРМ [93]:

min/(/.(•), т)
{ХГ-лт}

при обмеженнях
А/ м

j£p'(x)^(x)dx = lp, і = \,...,р, |^р7(х)Х/(х)й?х<йг, i = p + I,...,N, 
п 7=1 О 7=1

Х(-) еГ, тє Q.

де

Ж')л) = j (х.т )р (х)/.. (хк/х.
Q7=l <=1

Г' = |л(х) = (Xj(x),...,X"(х)): к'(х) = 0 vl, м.в. для хє Q, і = I,...,N',

(х) = 1, м.в. длях є Cl, j =
/=1

с/ (х,т;) дійсні, обмежені, вимірні по аргументу х на СІ, та опуклі по

т на Q для всіх і = \,...,N, J = \,...,М', р7(х) - дійсні, обмежені,
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вимірні і невід'ємні на Q функції; т,. = (ти),...,^п)) - задані точки 

підмножини Q/, та ж сама для всіх j = \,...,М, яка називається 

загальним центром підмножин i = l,...,N;

- врахуванням додаткових обмежень (наприклад, на пропускні 

здатності зв'язків) [75,94, 95].

Оскільки в даній роботі розглядатимуться виключно 

однопродуктові задачі, нижче наведемо постановку такого типу 

задач ОРМ при наявності обмежень у формі рівностей і нерівностей: 

знайти

7(Х.*(-),т«) = min 7(Х(-),т) 
(Л(-),т)єГ1хО;'

за умов

= |л(х) : \ (х) = 0 v 1, м.в. для х є Q, (х) = 1, м.в. для х є Q, 
г=1

jp(x)\(x)A = Z>i, i = l,...,p,jp(x)\(x')dx<bi, i = p + l,...,N}. 
я я

Метод розв'язання, алгоритм і результати застосування всіх 

перерахованих вище неперервних задач ОРМ зібрані і 

систематизовані в [77, 78]. В цих же монографіях описаний єдиний 

підхід до розв’язання подібних задач. Він полягає в перетворенні 

вихідних задач в задачі нескінченновимірного математичного 

програмування, за допомогою характеристичних функцій, а потім в 

скінченномірну задачу оптимізації, використовуючи функціонал 

Лагранжа. Крім того, для більшості задач наведені необхідні і 

достатні умови оптимальность
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1.3 Багатоетапні задачі розміщення та їх математичні

постановки

Одним з перспективних напрямків подальшого розвитку теорії 

ОРМ є дослідження багатоетапних неперервних задач розміщення і 

розбиття множин.

Зауважемо, що задачі розміщення багатоетапного виробництва з 

метою мінімізації відстані між його складовими елементами або ж 

покриття ними певної зони обслуговування розгядаються, наприклад, 

в [87, 96, 97]. Дані задачі представляють ще один клас задач 

розміщення-розподілу, який є узагальненням багатоетапних 

транспортно-виробничих задач, досить активно досліджуваним 

останнім часом. Основним припущенням в таких моделях є те, що 

існує якась група розміщуваних об'єктів, кожна з яких має свою 

множину можливих місць розміщення, та існує певний порядок 

зв'язків між ними.

Серед задач, які зводяться у математичній постановці до 

багатоетапної задачі розміщення, слід виділити: задачу’ вибору 

оптимального ряду виробів одноразового використання [29]; 

дворівневу задачу стандартизації [33]; задачу вибору оптимальних 

рядів виробів і комплектуючих вузлів [98]; задачу вибору індексів 

бази даних [99] таін. [100].

Наведемо найбільш відому постановку багатоетапних 

виробничо-транспортних задач на прикладі двоетапної задачі. Під 

двоетапною виробничо-транспортною задачею розуміється така, що 

відображає послідовні процеси випуску одного виду продукції, 
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доставки його в пункта переробки в іншу продукцію і доставки її 

кінцевим споживачам. У найпростіших постановках такої задачі 

розглядаються два продукти - «сировина» і «готовий продукт». 

Однак, можливі й такі найменування: «сировина», «напівфабрикат», 

«готовий продукт», в такому випадку, будемо говорити про 

багатоетапні задачі. При певних умовах і такі, формально 

багатопродуктові. задачі можуть бути зведені до однопродуктових 

задач шахового типу [101] (тобто задач в яких всі ненульові 

коефіцієнти кожного рядка вихідної матриці симплекс-таблиці мають 

один і той же знак).

Вперше, мабуть, багатоетапна задача розміщення була 

представлена у J. Кгашр і Р. Pruzan в 1983 році [102], однак більш 

детально вона починає вивчатися лише в 90-х. Наведемо 

математичну постановку такої задачі розміщення (ЗР) в разі двох 

етапів з використанням наступних булевих змінних вибору і 

призначення відповідно:

Нехай х. = 1 (ук = 1). якщо підприємство 1 -го (2-го) рівня 

розміщується в пункті іеМх (ієМ2), та х; = 0(^=0) в іншому 

випадку; xkij = 1 , якщо j-й пункт попиту обслуговується з к -го 

пункту 2-го рівня через і-й пункт 1-го рівня, та хЬ/=0 в іншому7 

випадку.

Нехай N = {1....,и} - множина пунктів попиту кінцевого 

продукту, Мг г:_ N - множина можливих пунктів розміщення /'-го 

етапу7, г = 1,2; g' - витрати на розміщення підприємства r-го етапу7 в 

пункті г, gf > 0; с,. - витрати, пов'язані з транспортуванням одиниці 
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продукту 3 пункту Г В пункт у, Су > О, І, j eN \ bj - обсяг попиту в 

пункті/, bj >0, JeN.

Передбачається, що кожен пункт попиту кінцевої продукції і 

кожен пункт виробництва будь-якого рівня отримують продукцію 

тільки від одного виробника; при цьому’ підприємство другого рівня 

отримує продукцію від підприємства першого рівня.

Потрібно вибрати підмножини пунктів розміщення кожного 

рівня (етапу) Г <^Mr, г = 1,2, і здійснити призначення обраних 

підприємств на пункти попиту так, щоб мінімізувати сумарні витрати 

на розміщення всіх обраних підприємств та на транспортування 

продукту.

Формальна постановка найпростішої багатоетапної задачі 

матиме наступний вигляд [23, 101]:

Е Ьу + Е slyk+ сиК min
ieMx кеМ2 jeN кєМ2

Е Е^=1’-/є^,
кєМ2 /єЛ/j

кєМ2

k&M2,
ієМг

е {0,1}.

Тут введені такі позначення:

- Мі - множина можливих місць розміщення підприємств 7-го 

етапу;

- Мі - множина можливих місць розміщення підприємств ІІ-го 

етапу;
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- N- множина споживачів кінцевого продукту;

g, - витрати на розміщення підприємства в точці z;

- с - витрати на транспортування продукції від пункту’ і до J:

~ b - попит в пункті споживання j.

_ fl, якщо в пункті і розміщується підприємство 1-го етапу, 
[0, в іншому випадку.

Г 1, якщо в пункті j розміщується підприємство ІІ-го етапу', 
1 [О, в іншому’ випадку.

- ху. - кількість продукту, перевезеного від пункту’ і першого 

етапу’ до пункту j другого етапу;

- xik - кількість продукту, перевезеного від пункту j другого 

етапу до споживача к.

Цільовою функцією є мінімізація всіх сумарних витрат на 

виробництво і транспортування сировини та готової продукції.

Постановка більш узагальненої двоетапної задачі може бути 

задана в такий спосіб. Необхідно вибрати розташування підприємств 

першого і другого етапів та визначити кількість продукту, що 

доставляється від кожного підприємства першого етапу’ до 

підприємств другого етапу і від підприємств другого етапу 

споживачам таким чином, щоб сумарні витрати на доставку’ 

продукції були мінімальні.

Тоді математична модель матиме наступний вигляд:

Е g,xt + Е g.y.+ Е Е ex + Е ЕСдХ.^тш, 
/єЛ/j уєЛ/2 гЄ7^1 J J k,=N J J

(1.1)

при обмеженнях
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^х]кУ^ЬкАєИ, (1-2)

■7'єМ2’ (1-3)
/еЛ/j keN

xjk>0, xv>0, k eN,J єМ2, і єМх, (1.4)

х, уг є {0,1}. (1.5)

Подальші удосконалення багатоетапної транспортної задачі 

призвели до:

- врахування декількох видів вантажу [27]:
т п д т р д р п д

ХХгХ, Л/ -у« min Q-
1=1 7=1 /=1 І=1 А- 1 /=1 к=[ >1 /=1 хчьУМ’ V

при обмеженнях

X *,,/ + X Угкі агі > і = 1, т, І = 1 ,q , 
7=1 к=1

j = tn,l = l,q, 
7=1 к=1

k = I,p,l = l,q, 
І=1 

т п _____ ____

ТаУи k = l,pj = l,q,

хуі 0, Ум 0, zkfl >0, і = 1,т, j = 1,п, к = 1,р, 1 = \рр

де аа - кількість виробляємого /-то виду вантажу в z-му пункті 

відправлення; bjt - потреба в /-м}’ виді вантажу в у-му пункті 

призначення; скІ - місткість к-го перевалочного пункту по 

відношенню до 1-го виду7 вантажу; ctjl - вартість перевезення одиниці 

1-го виду вантажу з z-го пункту відправлення в у-й пункт призначення 
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і = l,m, j = l,n,l = i,q: - вартість перевезення одиниці 1-го виду

вантажл' з /-то пункту відправлення в к-й перевалочний пункт 

і = 1,т,к = l,p,l = l,q', - вартість перевезення одиниці 1-го виду

вантажу з £-го перевалочного пункту в у-й пункт призначення 

j = \,п,к = 1, р, 1 = \,q: xifl - кількість 1-го виду вантажу, що 

перевозиться з і-го пункту відправлення в /-й пункт призначення; уік1 

- кількість 7-го виду вантажу, що перевозиться з z-ro пункту 

відправлення в к-й перевалочний пункт; - кількість 1-го виду 

вантаж)', що перевозиться з £-го перевалочного пункту в j-й пункт 

призначення;

- зміни вид)’ обмежень, наприклад, в залежності від попиту 

споживачів:
т п д т р д Р п (і т %

Z Z Z суі ■ хіи +Z Z Z с<кі' Ул’+Z Z Z сіуі ■ ziyi+Z Z
i=l j=\ 1=\ г=1 Л=1 /=1 7=1 Z=1 1=1 /=1

min
xvi •y1U’:/gi’sl/ea 

при обмеженнях

£xifl + SУм -s4’ і = Ут, I = yq.
7=1 к=1

J = l,n,l = l,q.
7=1 к=\

^Угкі^скь k = l,p,l = [,q, 
і=Л 

т п _____ ____

S-v«=Szy/’ ^ = !,/?,/ = 1Л- 
<=1 7=1
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xji °, У Al °, zkjt °, s a °, i = 1>m- J = yn,k = l,pj = l,q, 

де sjt - кількість виробленого Z-го виду вантаж)7 в z-му пункті 

відправлення; tn - витрати на виробництво 7-го виду вантажу в z-му 

пункті відправлення.

На даний час було розроблено численні алгоритми і методи для 

розв’язання такого роду задач з урахуванням якомога більшої 

розмірності і складності. Отримані результати відображені, 

наприклад, в роботах [23, 35, 49, 50, 69, 103], у тому' числі, і в 

публікаціях за останні кілька років [70, 104]. При цьому’ 

простежується орієнтація на використання евристичних алгоритмів 

[49, 50, 103] через відсутність для них потреби в складних 

теоретичних доказах.

Системні дослідження, пов'язані з питаннями побудови 

ефективних алгоритмів розв'язання багатоетапних та багатостадійних 

задач розміщення-розподіллення, проводилися в різний час як 

вітчизняними, зокрема [105], так і зарубіжними науковцями, 

наприклад, [35, 81, 82, 106-112] .

В [106] представлена математична модель задачі мінімізації 

транспортних витрат, а також витрат на зберігання та втрати зерна з 

урахуванням двоетапної схеми перевезення зерна від комбайна до 

елеватору.

В [107] запропонована модель формування системи двоетапного 

транспорту твердих муніципальних пальних відходів, що дозволяє 

отримувати інформацію про оптимальне розміщення і кількість 

сміттєперевантажувальних станцій. В [35] запропоновані економіко- 

математичні моделі для розв'язання багатоступеневих транспортно- 
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виробничих задач планування та управління матеріальними 

потоками лісопромислових підприємств. Розглянуті приклади задач 

для вертикально-інтегрованих виробничих структур 

лісопромислового комплексу, варіанти їх використання в практиці 

роботи підприємств.

В [108] представлена двоетапна задача розміщення виробництв 

на древовидній мережі, за умови, що витрати на транспортування 

одиниць продукції з пункту до пункту' дорівнюють сумі довжин 

ребер в ланцюгу, що з'єднує ці пункти. Запропонований алгоритм для 

точного розв'язання заданої задачі з трудомісткістю О (піп3), де п - 

кількість точок запиту кінцевого продукту', m - верхня границя числа 

можливих пунктів розміщення виробництва кожної стадії.

Властивості задачі розташування підприємств з недорогими 

споживачами при неспадних нелінійних функціях виробничих витрат 

вивчено в [88, 89]. Там же сформульовано і доведено правила 

відбраковки неоптимальних рішень, розроблено алгоритми 

розв'язання задач дискретного програмування, що поєднують в собі 

ідеї аппроксимативно-комбінаторного методу та методу гілок та меж.

Задача розподілу товару з одного або декількох заводів через 

склади з очікуваними об'ємами потреб клієнтів і можливим 

перекриттям областей обслуговування для складів представлена в 

[111]. Тут сформульовано багатостадійну задачу’ стохастичного 

програмування з регресом і методом її розв'язування. При цьому 

проблема планування розподілення розглядається з горизонтом 

планування в N-етапів, коли етап визначається як період часу, 
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протягом якого вимоги клієнтів реалізуються, а рішення повинні 

бути прийняті до реалізації наступних вимог.

В [112] автори акцентують увагу на тому, що для підтримки 

ефективної роботи складних виробничих та транспортних систем 

такі параметри, як вартість, доступність, якість продукції та 

доставки, повинні бути одночасно пріоритетними. Важливий 

напрямок наукових досліджень у стратегічній перспективі автори 

виділяють розмаїття аналітичних та імітаційних моделей, які 

об'єднують основні етапи ланцюгів поставок. В представленому 

ланцюжку поставок продукції з [113] враховуються такі аспекти 

попиту на продукт, як. наприклад, життєвий цикл продукту, 

прогнозування потреби ринку, багатосторонність продукту та 

маркетингові стандарти на час підготовки до випуску продукції та 

обслуговування. Така модель дозволяє виявляти природу попиту на 

продукцію, і вже на цій базі організувати постачання продукції так, 

щоб якнайкраще задовольнити попит.

В роботі [114] сформульовано задачу змішаного цілочисельного 

програмування для вирішення проблеми двоетапного планування 

розподілу, в якій: 1) клієнти можуть обслуговуватися різними 

товарами від ряду підприємств, через ряд проміжних точних складів; 

2) для кожного заданого можливого місця розміщення складу 

передбачено фіксовану вартість відкриття відповідного складу, а 

також експлуатаційні витрати та максимальну пропускну здатність; 

3) відомий попит кожного клієнту’ на кожний товар, а також вартість 

доставки з підприємства на можливий склад, а потім до клієнта; 4) 

потрібно вибрати місце для відкриття складів і скласти графік 
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доставки таким чином, щоб загальна вартість була зведена до 

мінімуму. Для розв'язання задач автори застосували метод гілок та 

меж.

В [115] розглядаються багатопрофільні мережі з кількома 

рівнями, що включають ряд виробничих майданчиків у фіксованих 

мегаполісах, ряд складів та розподільчих центрів та набір 

потенційних місць їх розміщення, і, натомість, декілька фіксованих 

зон клієнтів. Система математично моделюється як задача частково 

цілочисельного лінійного програмування, в результаті розв'язування 

якої мають бути визначені кількість, місце та потужність складських 

та розподільних центрів, транспортні зв'язки, які необхідно 

встановити в мережі, а також потоки та темпи виробництва 

матеріалів. Критерієм оптимізації виступає мінімізація загальної 

річної вартості мережі з урахуванням як інфраструктури, так і 

експлуатаційних витрат.

В [116] також підкреслюється важливість питання про 

ідентифікацію розташувань розподільчих центрів при розробці 

систем логістики, оптимізації рішень щодо місця розташування 

логістичних об’єктів з урахуванням витрат на обладнання, на 

інвентар, транспортні витрати та відгуки клієнтів. Тут представлений 

підхід до моделювання, який забезпечує таке інтегроване 

представлення, і ілюструє, як він працює в контексті конкретного 

приклад)7, пов'язаного з розповсюдженням автомобілів, вироблених 

автоконцерном.

Робота [117] містить широкий огляд сучасних наукових 

публікацій, пов'язаних з питаннями проектування систем 
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розподілення. Представлені тут формулювання задач розміщення- 

розподілу’ варіюються за складністю від простих лінійних, 

одноступеневих, однопродуктових, детермінованих до нелінійних І 

ймовірнісних моделей. Алгоритми, які включають, серед іншого, 

локальний пошук і змішане цілочисельне програмування, 

оцінюються з точки зору комп'ютерної складності та продуктивності. 

Також у роботі представлений широкий спектр практичних 

прикладів.

Дослідженню оптимального планування багатоетапних 

виробничо-розподільчих мереж, що включають пошук місця 

розташування заводів і розподільчих центрів при конкретних 

обмеженнях, присвячено роботу [118]. Сформульована NP-повна 

задача враховує три стадії розподілу ресурсів в мережі і є більш 

точною абстракцією реального світу, оскільки ціни і транспортні 

витрати на сировину’ можуть значно відрізнятися серед 

постачальників, в залежності від їх місця розташування, інших 

факторів, які потрібно враховувати. Оскільки частково цілочисельна 

модель містіть велику кількість змінніх, для її розв'язання авторами 

запропоновано методологію, яка використовує генетичний алгоритм.

Питанням розробки ефективних генетичних алгоритмів 

розв'язання задач частково цілочисельного математичного 

програмування, що є моделями оптимальних багатоетапних 

розподільчих мереж, присвячені такоже роботи [119, 120].

Цікавою з точки зору практичних прикладів є робота [121], в 

якій розглядається проблема проектування мережі постачання 

товарів з так званих «виникаючих» магазинів, які можна відкрити 
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протягом декількох тижнів або місяців до закриття сезону. Мережа 

поставок спроектована для компанії, яка є однією з виробників 

рослинних масел в Туреччині, і включає склад, розташований між 

постачальником і заводами для зберігання матеріальніх цінностей, а 

також магазини, відкриті між підприємствами та клієнтами. 

Запропонована модель є багатоперіодичною та багатоступеневою з 

трьома критеріями якості і обмеженнями на запас ресурсу. Перший 

крітерій - мінімізація суми транспортних витрат на всіх етапах; друга 

ціль - мінімізація витрат на створення розповсюджувальних 

магазинів, третій крітерій якості - зменшення витрат на мінімально 

витрати на інвентарізацію та позабюджетні витрати. Так само, як і в 

багатьох вищезгаданих роботах, тут сформульовано і розв'язано 

задачу лінійного програмування частково цілочисельного типу’ з 

векторним критерієм.

Для вирішення проблеми проектування логістичних систем з 

багатоетапною структурою з урахуванням планування виробництва І 

розподілу в [122] розроблений генетичний алгоритм з елементами 

нечіткої логіки для управління його параметрами. На уніфікацію 

концепцій та опис багатоетапних транспортних систем, а також їх 

інтеграцію в системи управління ланцюжками поставок спрямована 

робота [123].

В [124] наведений всебічний огляд наукових досліджень, 

проведених протягом останніх 40 років в області моделювання та 

вирішення задач визначення місцезнаходжень об'єктів у 

багаторівневій мережі, для ефективного обслуговування клієнтів як 

на самому низькому’ рівні иерархії (з метою мінімізації витрат), так і 
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на високому рівні ієрархії (ціль - максимізація доступності послуг). 

Опубліковані т\т ієрархічні моделі класіфікуються на основі таких 

характеристик, як тип потокового шаблону, доступність послуг, 

термічна конфігурація, цільова функція, охоплення, рівні мережі, 

наявність елементу часу, можливості, ємності та ін. Крім того, 

представлена класифікація методів розв'язання таких задач для 

реальних практичних застосувань.

Двоетапні задачі розміщення об'єктів з обмеженими 

потужностями розглядаються в [125]. В роботі [126] представлено 

результати досліджень щодо розміщення станцій підзарядки 

електромобілів які слід відкривати в певний період часу, щоб 

максимізувати очікуване значення задоволення попиту7 на підзарядку 

протягом всього горизонту планування. Для моделювання 

використано багатоетапний підхід стохастичного цілочисельного 

програмування, заснований на використанні дерева сценаріїв.

Для розв’язування задачі визначення місцерозташування 

об’єктів з обмеженими потужностями у [127] запропоновано 

багатоетапний евристичний алгоритм, з використанням метода 

найближчого сусіда.

Робота [128] спрямована саме на вивчення ситуації наявності 

двохетапного виробництва з такими учасниками, як споживачі, 

постачальники та об’єкти-філіали. В роботі представлені нелінійні 

моделі таких задач і результати їх лінеаризації та розв’язання.

Цікавою з точки зору постановки задачі є робота [129]. в якій 

розміщення об’єктів відбувається не лише в два етапи, а ще й 

різними особами, що приймають рішення.
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В роботі [130] представлена спроба вирішення задачі 

двонаправлених перевезень з можливістю одночасного прийому та 

доставки продукції. Робота [131] пов’язана з вирішенням питання 

про організацію міської логістичної системи. Базовим тут є алгоритм 

гілок та ціни (branch-and-price algorithm) - гібрид методу віток і меж 

та генерації стовбців.

На відміну від всіх вищезгаданих робіт, у [132 - 134] при 

формулюванні багатоетапних задач розміщення-розподілу 

передбачається, що початковий ресурс займає щільно деяку 

територію. У цьому випадку математичні моделі набувають 

неперервного характеру і представляють собою задачі нескінченно- 

вимірного програмування. Неперервність може бути обумовлена 

також і можливістю розташування центрів першого етапу у будь-якій 

точці заданої континуальної множини. Складність таких задач 

полягає у необхідності не тільки оптимізувати вартість доставки 

продукції, але й визначити «сфери впливу» для кожного з 

виробників. І, якщо перша частина проблеми є властивістю 

багатоетапних задач, то друга обумовлює необхідність додаткового 

розв'язання неперервної задачі оптимального розбиття множин.

Отже, задачі оптимального розміщення-розподілу мають 

широкий спектр практичних застосувань, і побудова адекватних 

математичних моделей, розробка ефективних алгоритмів їх 

розв'язування залишаються актуальними питаннями наукових 

досліджень.
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РОЗДІЛ 2. МОДЕЛІ ТА МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ 

ДВОЕТАПНИХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО РОЗПОДІЛЕННЯ

РЕСУРСУ, НЕПЕРЕРВНО РОЗПОВСЮДЖЕНОГО НА 

ЗАДАНІЙ ТЕРИТОРІЇ

2.1 Загальна постановка оптимального розбиття множин з 

додатковими зв'язками

Змістовну постановку задачі оптимального розбиття множин з 

додатковими зв'язками (ОРМДЗ) можна сформулювати у такий 

спосіб. Нехай маємо деяке виробництво, що пов'язане з суб'єктами, 

які отримують сировину від постачальників неперервно 

розподілених на певній території, переробляють його і відправляють 

для реалізації (або подальшої переробки) в пункти, розташування 

яких заздалегідь відомо. Пункти, що переробляють сировину, будемо 

називати пунктами первинної переробки або підприємствами 

першого етапу, а пункти подальшої переробки, сортування, 

фасування - пунктами подальшої переробки або підприємствами 

другого етапу. Припустимо також, що відомо:

- попит Ь1. на продукцію для підприємства другого етапу, 

j=l,2,..,M;

- запас р(х) ресурсу в кожній точці області Q.

- вартість доставки одиниці ресурсу с/(*,?•), z = 1,2,...,А - з 

точки х в пункт первинної переробки 1. ,
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- вартість перевезення одиниці продукту с^(т^,т^) з пункту 

первинної переробки т. В пункт .

Окрім того, будемо вважати, що потужність z-го виробника 

першого етапу визначається сумарним запасом ресурсу в області, що 

обслуговується, та має бути не менше заданих обсягів Ь. , 

і = l,2,...,N, а прибуток підприємства залежить тільки від 

транспортних витрат.

Припустимо, що кожен постачальник сировини х є Q 

пов'язаний тільки з одним підприємством першого етапу т., і = 1,N, 

який, в свою чергу, може бути пов'язаний з одним або декількома 

підприємствами другого етапу , j = 1,М.

Необхідно визначити зони обслуговування для підприємств 

першого етапу' та обсяги перевезень між підприємствами першого та 

другого етапів таким чином, щоб забезпечити мінімальну’ сумарну’ 

вартість доставки сировини і кінцевої продукції. Схематично цю 

задачу можна зобразити, як показано на рис. 2.1. Будемо вважати, що 

постачальники сировини та підприємства першого та другого етапів 

знаходяться в одній і тій самій області.

Зауваження 1. У випадку, коли розглядається задача про 

раціональний збір і розподілення сільськогосподарських (с/г) 

культур, підприємствами першого і другого етапів можуть виступати 

зерносховища і сортувальні та переробні пункти відовідно, самі с/г 

культури - ресурс, неперевно розподілений на певній території.
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Сировина

Підприємства другого етапу

Підприємства першого етапу

Рис. 2.1. Схема задачі ОРМДЗ

При планування лісосічних робіт, ресурс - деровина, а 

двоетапне виробництво складають місця штабелювання та 

дерервообробні фабрики.

В мережі підприємств, що здійснюють збір у населення та 

сортування (переробку) сміття, вочевидь, сміття є ресурсом, а 

сміттєперевантажувальні і сміттєсортувальні станції - підприємства 

першого та другого етапів відповідно.

Умовимося надалі, в математичних постановках вказаних вище 

і подібних практичних задач територію, на якій розподілений ресурс, 

називати множиною, а зони обслуговування - підмножинами. До 

того ж, при описанні практичних задачах слова «територія», 

«регіон», «область» будемо вважати синонімами.

Зауваження 2. Запропонована задача також може мати назву 

двухетапної неперервно-дискретної задачі оптимального розбиття- 

розподілення.
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Зауваження 3. При побудові математичних моделей потрібно 

враховувати той факт, що, так само як і в теорії ОРМ, тут можна 

сформулювати кілька видів задач, а саме: задачі з обмеженнями на 

потужність підприємств першого етапу' або без обмежень. Таким 

чином, в даному розділі будуть розглянуті наступні задачі:

- задача ОРМДЗ при фіксованих центрах без обмежень на 

потужність підприємств першого етапу;

- задача ОРМДЗ при фіксованих центрах при наявності 

обмежень на потужність підприємств першого етапу.

Сформулюємо відповідні математичні моделі та розглянемо їх 

докладніше, зберігаючи позначення та термінологію, введену в 

монографії для неперервних задач ОРМ [60]. По суті, такі задачі є 

багатоетапними задачами розміщення-розподілу, в яких ресурс 

щільно (неперервно) розповсюджений на всій облості, що 

розглядається. Тому’ будемо далі використовувати і таку їх назву.

2.2 Двоетапні задачі оптимального розподілення неперервно 

розповсюдженного ресурсу при наявності обмежень на 

потужності підприємств першого етапу

2.2.1 Математична постановка

Для формування математичних постановок названої та 

наступних двоетапних задач ОРМДЗ введемо такі позначення:

- Q - область, в якій розміщуються підприємства

- N- необхідна кількість підприємств І етапу,

- М- кількість підприємств II- го етапу;
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- b, - потужність і -то підприємства І- го етапу; 

h11- ° .і - потужність j -го підприємства II- го етапу;

- с/(х,т^) - вартість доставки одиниці сировини з точки хєО 

до z-го підприємства І етапу;

- с" ) - вартість доставки одиниці сировини від і- го 

підприємства І етапу до j- го підприємства II етапу;

- р(х) - кількість ресурсу в точці х області Q;

- т'' = (т'рт'г) - координати і- го підприємства г- го етапу;

- Vy - обсяг продукції, що постачається від /-го підприємства І 

етапу до7-го підприємства II етапу; vtj >0, і = i,j = 1,2,...,2V.

Сумарні витрати на доставку сировини і переробленої продукції 

тоді можуть бути записані у такому вигляді:
N N М

F( {Q,,..., Qv }, {V1!,.. .vNM }) = J c‘ (x, <) p(x)dx + £ £ c" (< )vl},
/=1 Q. Z=1 7=1

де j c. (х,т^)р(х)<іх - вартість доставки сировини, ^vu
/=1 Q. z=l 7=1

- вартість доставки напівфабрикату.

Нехай Q - замкнута, обмежена, опукла, вимірна за Лебегом 

множина евклідового простору Е2. Введемо до розгляду множину 

всіх можливих розбиттів множини Q на N підмножин, що не 

перетинаються:

: |JQz = Q mes(Q = 0,і* =
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Тоді математична модель задачі ОРМДЗ може бути записана у 

такий спосіб:

Задача 1. (Задача ОРМДЗ з фіксованими центрами при 

наявності обмежень на потужність підприємств першого етапу)

Потрібно знайти такі розбиття множини О на N вимірних за

Лебегом підмножин (OpO2,...,Oy) (серед яких можуть бути і

порожні) і обсяги перевезень vn,...,vNM, які забезпечують

min
{L21,...,L22V},{V11,...VW J

(2-І)

при обмеженнях

j p(x)Jx = 6/, i = \.N. 
ц

(2-2)

м __

7=1

(2.3)

Еа7=bIh J =
Z=1

(2-4)

(£2р...,ОДєЕй\ (2-5)

v >0,/ = 1,2,...л, ; = 1,2,...л. (2-6)

де x = (x(1),...,xw)efl; bj1, j = \,М, b-, - задані дійсні

невід'ємні числа; функції с7(х,т7) - дійсні, обмежені, визначені на 

ОхО, вимірні за аргументом х при будь-якому фіксованому т7 з О 

для всіх z = l,7V; т7, i = l,N, т77, j = l,M- задані точки області О; 

с77 (т7, т77), і = 1,7V, j = І, М - задані дійсні невід'ємні числа.

В сформульованій задачі обмеження (2.2) враховують той факт, 

що сумарні запаси ресурсу в зоні обслуговування z-ro підприємства І 
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етапу дорівнюють потужності цього підприємства; умова (2.3) 

передбачає, що кількість продукту', вивезеного з 1-го підприємства І 

етапу дорівнює потужності цього підприємства; умова (2.4) 

відповідає тому, що кількість продукту, доставленого до у-го 

підприємства II етапу дорівнює виробничій потужності цього 

підприємства; обмеження (2.5) передбачають. що кожне 

підприємство першого етапу має свою зону обслуговування, ці зони 

не перетинаються і покривають всю область.

2.2.2 Метод розв’язання задачі

Розглянемо умови, за яких задача 1 має розв’язок.

Лема 2.1. Для того щоб, множина допустимих розв’язків 

задачі 1 була непорожньою, необхідно і достатньо, щоб виконувалася 

наступна подвійна умова:
X м

= jр(х)<* = ■
'=1 Я 7=1

Доведення. Нехай {(Q1,...,Qy),(v11,...vMW)} - допустимий 

розв’язок задачі 1. Просумуємо рівності (2.2) по всім i =
N N

Y# = Z J р(х)^=J р(*)<* ■ 
7=1 7=1 Q Q

Просумувавши рівності (2.3) по всім z = 1,...,jV, а рівності (2.4) 

по всім j = , отримаємо:
N N М М N М

,=1 ,=1 >1 ./=1 ,=1 j=l
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Отже, з того, що {(Ц,...,^),^,...^)} - допустимий 

розв'язок задачі 1, випливає виконання умови:

N , м (2 7)=|р(х)<*=Ей7 •
"=1 П 7=1

Це означає, що (2.7) - необхідна умова непорожності множини 

допустимих розв’язків задачі 1.

Достатність умови (2.7) очевидна. Таким чином, лема 2.1 має 

місце.

Розглянемо математичну модель задачі 1. Вона містить дві 

групи обмежень: обмеження (2.2) і (2.5) визначають розбиття 

множини Q. а обмеження (2.3), (2.4) і (2.6) - структуру перевезень 

між центрами 1-го і ІІ-го етапів. З огляду на сепарабельність 

цільового функціоналу, в цьому випадку вихідна задача може бути 

зведена до розв’язання двох задач: задачі ОРМ з фіксованими 

центрами при наявності обмежень-рівностей, і задачі лінійного 

програмування транспортного типу. А саме:

Задача 1.1. (задача ОРМ з фіксованими центрами при 

обмеженнях-рівностях) Знайти таке розбиття множини Q на N 

вимірних за Лебегом підмножин Q1,Q2,...,QA, (серед яких можуть 

бути і порожні), щоб функціонал

^({О],...,ОЛГ}) = ^ Jcf(x,^)p(x)c/x,
'=! Q, 

досягав мінімального значення при обмеженнях: 

Jp(x)dx = //, i = l,N,

(Ц,...,Ц,)єС

51



Оскільки задача 1.1 є задачею ОРМ з фіксованими центрами 

при обмеженнях-рівностях. для її розв'язання може бути 

застосований метод, запропонований в [60].

Задача 1.2. (Задача лінійного програмування транспортного 

типу) Визначити такі значення змінних vn,...,vM/, які забезпечують 

мінімум функціоналу

^(К--^/і)=ЕЕсЖ’т"Н-
ї=і ,/=і

при обмеженнях
м __

^v,=b^i=\,N^ 
./=1

______  

E'WE ./ = ии, 
/=1

гу > 0, / = 1,2,...,jV, j = l,2,...,N.

Задача 1.2 - є задачею лінійного програмування транспортного 

тишу для розв'язання якої може бути застосований, наприклад, метод 

потенціалів [135].

При цьому умови (2.7) забезпечують можливість одночасного 

розв'язання транспортної задачі та задачі ОРМ.

Зауваження. Якщо у вихідній задачі обмеження матимуть 

вигляд «<»,така декомпозиція задачі 1 не матиме місця.
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2.2 Двоетапні задачі оптимального розподілення неперервно 

розповсюдженого ресурсу без обмежень на потужності 

підприємств першого етапу

2.2.1 Математична постановка

Припустимо, що у сформульованій в параграфі 2.1 задачі 

потужності підприємств першого етапу не відомі заздалегідь, а 

визначаються величиною області, яку вони обслуговують. Тоді 

математична модель задачі може бути представлена у вигляді задачі 

ОРМДЗ при фіксованих центрах підмножин без обмежень на 

потужність центрів першого етапу. Наведемо математичну 

постановку цієї задачі.

Задача 2.1 (Задача ОРМДЗ при фіксованих центрах підмножин 

без обмежень на потужність центрів першого етапу).

Потрібно знайти таке розбиття множини Q на N вимірних по 

Лебегу підмножин Ц,^,...,^ (серед яких можуть бути і порожні) і

такі обсяги перевезень які забезпечують

min F({Q1,...,QAr},{v11,...vw}),

при обмеженнях
. М _____

j р(х)Дт = ^р.., z=l,7V,
Я, 7=1

22/?7 - 7=w, 
/=1

{^„.„ЦДєС

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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Vjj. >0, і = I,2,...,N, j = I,2,...,N.

Тут умови (2.17) та (2.18) у сукупності визначають обмеження 

на виробничі потужності центрів першого та другого етапів.

Функції C?f(x,T;), і = 1,N - дійсні, обмежені, вимірні по 

аргументу х на Q: р(х) - дійсна, інтегрована, визначена на Q 

функція; т., і = 1,N, т^., j = \,М- задані точки області Q; ),

і = I,N, j = \,М - задані дійсні невід'ємні числа; b'', j = 1,М - задані 

дійсні невід'ємні числа, що задовольняють умову розв'язуваності 

задачі:
<219)

7=1 Q

Лема 2.2. Для того щоб допустима множина розв’язків 

задачі 2.3 не була порожньою, необхідне виконання наступної умови: 
м 

7=1

де 5 = j р(х)с/х. 
а

Доведення. Нехай пара елементів {{Ц,...,^}^} задовольняє 

обмеженням (2.17), (2.18) і така, що г є . Тоді

М Мг N N М N
Хьї EEr EEr Е J p(x}dx=Jp{x)dx=s■
7=1 7=1 "=і "=і 7=1 "=i a, a

Теорема доведена.
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2.2.2 Метод розв’язання задачі

За аналогією з методикою розв’язання неперервної задачі 

оптимального розбиття множин, представленим в [60], введемо 

характеристичну функцію підмножини Q,. у вигляді:

1,
0, xeQ\Q,,

Х,(х) =

Розглянемо функціонал

Z( Х(), v) = £ j с' (х, т1. )р(х)\ (х>& + £ £ с" (т'. т" .
1=1 Q ₽1 7=1

Очевидно, що має місце рівність

Перепишемо задач}' 2.1 в термінах характеристичних функцій 

\(•) підмножин Q;, z =1,N в наступному вигляді.

Задача 2.2. Знайти

min/(X(-).v).

при обмеженнях

Xv..=Jp(x)\.(x)Jx, і = 1,2,...,7V, (2 21)

АС) є гх, і'л , 

де

Гі - {^(Х) (х),...,'kN(х)): (х) = 0 v 1,і = 1, JV5 м в дЛЯ х є Q,
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N

У X, (х) = 1 м.в. для хєП}. 
г=1

Задача 2.2 відносно Х(-) є задачею нескінченновимірного 

математичного програмування з булевими змінними 20. Перейдемо 

від неї до задачі зі значеннями 20 з відрізка [0,1].

Задача 2.3. Знайти V(-) є Г2 та v* є 7?^ такі, що

/(X*0,v’) = min Z(X(), v),
Х(-)єГ2^є/?ж/

v (2.22)

м 
м /2 23)
£v.. =jp(x)\(x)Jx, z=l,2,...,7V, 
7=1 Q

де

r2 ={X(-)=X1 (•),..,ЛУ(-)): Х(-) Є Г, ^\(х) = 1 м.в. дляхєП} , 
г=1

Г = {Ч)=(\0,...,^0):О<Х,(х)<1 VxeQ, / = ЇЛ!

Визначимо, які умови мають задовольняти константи Ь11, щоб 

допустима множина задачі 2.3 не була порожня.

Покажемо, що задача 2.3 має розв’язок.

В [60] показано, що множина Г, - обмежена, опукла множина 

гільбертова простору з нормою

ІМНЙмфА
Q <=1

Зафіксуємо довільний допустимий вектор v є , що 

задовольняє умову (2.22). Розглянемо наступну задачу’.
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Задача 2.3(v). Знайти

min Z(A,(-),v), адєг-

де

Г* = {Л.0: 0 < Х,(х) < 1,z = 1,N, ^\(х) = 1 м.в. для х є Q, 
;=1

М __
= jp(x)\.(x)t&, і =1,N}.

7=1 Q

Має місце наступні твердження (аналогічні відповідним 

твердженням з [60] для неперервної задачі ОРМ з фіксованими 

центрами при обмеженнях у формі рівностей).

Лема 2.3. При кожному фіксованому v множина Ц є опуклою, 

замкненою, обмеженою множиною гільбертова простору /.((Q).

Твердження 2.1. При кожному фіксованому V, що задовольняє 

умови (2.22), функціонал /(Х(-),г) задачі 2.3(v) лінійний по Х(-) на 

rv

Твердження 2.2. Функціонал Z(X(-),v) задачі 2.3(v) обмежений 

на множині R при кожному фіксованому v .

Твердження 2.3. При кожному' фіксованому’ v множина Г2 

гільбертова простору (Q) слабо компактно і (згідно з теоремою 

Крейна -Мільмана), містить, принаймні, одну крайню точку.

Твердження 2.4. Серед множини точок Г2*, в яких лінійний 

щодо Х(-) функціонал /(Х(-),г) досягає мінімального за Х(-) значення 

на множині Г-,, знайдеться хоча б одна крайня точка Г2.
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Твердження 2.5. Крайні точки множини Г2, є 

характеристичними функціями деяких підмножин і = 1,що 

утворюють розбиття множини О.

Отже, функціонал /(Х(-),г) при кожному фіксованому v 

лінійний, обмежений, неперервний щодо Х(-) на Г';.

Тоді, в силу’ вище наведених тверджень, з узагальненої теореми 

Вейєрштрасса випливає, що при кожному’ фіксованому v є R+w 

лінійний, неперервний за вектор-функцією Х(-) функціонал на 

опуклій, замкненій, обмеженій множині Г2 гільбертова простору 

/.((Q) досягає своєї нижньої границі. Крім того, серед множини 

оптимальних розв’язків задачі 2.3(v) містяться оптимальні розв’язки 

задачі 2.2, сформульованої для фіксованого параметру v. Тоді, в 

силу довільності вибору вектору v, можна стверджувати, що серед 

множини оптимальних розв’язків задачі 2.2 (тобто серед точок 

множини Г?, в яких лінійний щодо Х(-) функціонал /(^(-),г) 

досягає мінімального значення на множині Г'і) знайдеться хоча б 

одна точка множини Ц (її існування гарантує твердження 2.3). А 

крайні точки множини Ц є характеристичними функціями 

підмножин i = що утворюють розбиття множини. Звідси 

випливає, що серед множини оптимальних розв’язків задачі 2.3 

міститься оптимальний розв’язок задачі 2.2.

Надалі буде корисною наступна теорема.

Теорема 2.1. Нехай в задачі 2.1: 1) Q - замкнута, обмежена, 

вимірна за Лебегом множина евклідового простору Е2; 2) функції 
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с' (х,Т;), і = 1,N - дійсні, обмежені, вимірні за аргументом х для всіх 

і' = 1,N: 3) виконується умова (2.19).

Тоді задача 2.3 має розв'язок.

Доведення. Згідно леми 2.2, за умов теореми, множина 

допустимих розв’язків задачі 2.3 непорожня.

Нехай v є R^f - довільний вектор, для якого виконується умова 

(2.18). Покажемо, що цільовий функціонал задачі 2.3 обмежений на 

допустимій множині розв’язків.

Як вже зазначалося, функціонал /(Х(-),г) є аддитивним за 

своїми змінними, і для нього справедливий запис:

N N М

де А (Х(-)) = f Е )Р0)\ Д 2(v ) = Е Ес^ 0/ Н
Q "=1 1=1 2=1

Оцінимо знизу доданок І Д2.0):

n N <•
Л(М’)) = Е р0Х)р(х)\(х)Дг>^ jp(x)minc(x,^)\(x)t/x> 

г=1 ц ї=1 ц z~
N

> V f p(x) min min c(x, )\ (x)t& 
* -veQ i=l.N

*=1 Ц

Оскільки min min c(x, x1) = c > 0, тоді 
хє£2 ,z=l^ г mm

N

EJ c(x. і/ )p(x)X, (x)dx > cmm • S.
"=1 Q,

Вочевидь, якщо Vz =1,7V, А є ^2, to cmm = 0.

Покажемо, що доданок I ,(v) обмежений. Умови (2.23) та 

невід’ємність Vy забезпечують виконання нерівності:
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0<v <bn. 
V J 

Тоді:

1=1 7=1 Cy>c> c!jr<0

^EE^W")-^-
и >1

Отже, в силу’ довільності вибору ЇТ, що задовольняє умові 

(2.18), можна зробити висновок про обмеженість знизу функціоналу 

задачі 2.3 на допустимій множині розв’язків. Отже допустима 

множина розв’язків замкнена і обмежена. Згідно з теоремою 

Вейерштрасса задача 2.3 розв’язна. Теорему доведено.

2.2.3 Обгрунтування методу розв’язання задачі

Розглянемо задачу’ 2.3. Для отримання необхідних і достатніх 

умов екстремуму введемо функціонал Лагранжа для задачі 2.3 в 

наступному вигляді:

Z(X(-),v,T0) = fEc- (-T<)p(x)?c,(x)6& + ^^cf «.т"+ 
Я і=1 1=1 ./=1

М N . X .

Е rL (“Е Vv + )+ f То <Х)<Е “ Vdx + X Т, (J р(х)Х, (х)с& -
7=1 і=і я 1=1 1=1 я q 24)

м n х м v '

) = f Е (х-т')+т. )р wdx+Е Е ^7 -
7=1 Q 1=1 1=1 7=1

-V.4 -+Е< + J'l'oWcE-M*) -W.
7=1 Я 1=1

де Х(-) є Г, V є , ЧДх), х є Q - вектор-функція. Т( ) є Л, 

А = {Т(-) = (Vo 0, МЛ П): Vo(’)є Тд, v є EN ,цеЕм}.
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Пару елементів ({20. v}, Т0) назвемо сідловою точкою 

функціоналу (2.24) на множині {{Гх7?^}хЛ}, якщо виконуються 

наступні нерівності:
£( {Ґ(-), v*}, Т(-)) < Ц {Ґ0, v}, Д {MO,v’!, Ч'ї))

для всіх Х(-) є Г, v є , 'Р(-) є Л, або

£({Ґ()У},Т’(-))= min max Z({Z,v},'?(•)) =

= max min Z({2,v},'P0).
Т(-)єЛ {7=г}еГхЯ^

Покажемо, що задача 2.3 може бути зведена до задачі 

знаходження сідлової точки функціонала (2.24).

Введемо до розгляду множину V:

/=1

Теорема 2.2, (Необхідна умова екстремуму). Якщо пара 

ф(-)*У}.т*(-)) є сідловою точкою функціоналу Лагранжа (2.24), то 

{20*,/} є розв’язком задачі 2.3.

Доведення. Нехай пара ({20*,v*},T*0) є ({Гх7?у} хА) - 

сідлова точка функціоналу (2.24), тобто має місце така подвійна 
нерівність:

М Аґ ,у
І (Ґ (•), V*) + У п, (-£ V* + У) + f \|/о 0)(Е К W - 0 А + 

7=1 <-1 Я 1=1

+Е V, (JР<Ж (x)dx - Е Vv) < /0* (•),/) + £ ц* (-£ V* + ь11) + <2-25)
І=1 я 7=1 у=1 і=1 ' 3

+f Vo (0(Е К (*) -1)dx + у у (f р(х)Х* (x)t& - Е V*) < Z(X(.), V) + 
я '=1 1=1 Q ,=1
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M N N

+Е (-Е vu +ь^+\чо «Е w - і)л+
7=1 1=1 Q 1=1

N М

+Е v* (fpw^ (x)dx -ї>,)
1=1 Я 7=1

V20 є Г, v є Ry,,, <//-0(•) є L2a, у/ є EN,r] є £л/ .

Покажемо, що 2 0єГ2, v* є К. З лівої нерівності (2.25) при

Vo = Vo та р = р отримуємо

X (V* - v,)(/ р(*я* - 2 vP -0
І=1 Я 7=1

при будь-яких є EN . що можливо тільки, коли

Е vi*= f р(хК (*)<* (2 2б)
7=1 Я

Далі, при Г] = г] та \|/ = \|/, з лівої нерівністі (2.25) також 

випливає наступне: співвідношення

j (Vo W “ Vo (*))(£ К (*) -1)<* > О
Я 1=1

при будь-яких \|/0(-) є , можливе тільки за умови

N »

Х2,' 0 = 1, м.в. для х є Q.
і=і

Крім того, при \|/0 = \р* та , ліва нерівність (2.25) дає
N N

^2(г|* -Г|, )(~Е+^J ) - О ПРИ будь-яких Г] є Ем , що можливо 
1=1 1=1

тільки при

(2.28)

(2.27)
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Отже, показано, що Г(-) є Г2, v* є V за умови (2.23). З оглядом 

на рівності (2.26) - (2.28) та з урахуванням правої нерівності (2.25), 

при будь-якому Л(-) є Г2, v є V матимемо
М N N

Ж (•), V*) < /(Х(’), V) + £ п‘ (-£ vtj +bj ) + j k|/* (x)(£ \ (x) - \)dx + 
7=1 /=1 (.2 *=1

W M
^V*(jp(x)X ; (x)dx - Іуд.
"=1 Q 7=1

В силу того, що пара {A(-),v} - допустима пара в задачі 2.3, 

тобто виконуються умови (2.22), (2.23), другий та четвертий доданки 

в наведеній нерівності дорівнюють нулю. З того, що Х(-) є Г2, 

випливає рівність нулю і третього доданку. Тобто, 

7(V(-),v*) </(/.(•), v). Теорема доведена.

Лема 2.4. Для того, щоб пара ({z(-)‘!. v’j. ТД-)) є ({/'//?,л/} х А) 

була сідловою точкою функціоналу (2.24), необхідно і достатньо 

існування такого, відмінного від тотожного нуля, вектора 'Р (-), щоб 

виконувалися умови:

1) L({X(-)*,v*},T*(-))<L({Z(-),v},T*(-)), к(-)є

N М .
2) S X*(x) = 1. J p(x)X*(x)<7x = S v £v* =b".

'=1 Q 7=1 ,=1

Необхідність умов леми випливає з доведення теореми 2.2, 

достатність умов є очевидною.
Теорема 2.3. Для того, щоб пара {дУ,У) була розв’язком 

задачі 2.3, необхідно і достатньо існування такої, відмінної від 

тотожного нуля, вектор-функції Т*()єЛ, що виконувалися б 

наступні умови:
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1) пара |я(-)*,у*) є розв'язком такої задачі:

Т({А(-)*,г*},Т(-)) = min Z({X0,v},W), <2-29)

для будь-якої фіксованої вектор-функції Т();

2) задовольняються рівності (2.22), (2.23) та

Л . (2.30)2^ А; (х) = 1, м.в. для х є Q. 
/=1

Доведення.

Достатність. Достатність умов теореми випливає з теореми 2.2 і 

леми 2.4.

Необхідність. Нехай - оптимальний розв’язок задачі 2.3,

тобто

/(A*(-),v*) </(A(-),v), VA(-) є r2,v є К, (2.31)

та виконується умова (2.23).
Припустимо, що пара {я(-)*,г*) не є оптимальним розв’язком 

задачі (2.29) при фіксованій вектор-функції Т*(-) = (v*(-),v*,rf)єЛ. 

Тоді, в силу того, що задача (2.29) при кожних фіксованій вектор- 

функції Т( )єЛ має розв’язок (згідно з тверджень 2.1-2.5 та теореми 

2.1), при v=v , П = п‘ знайдуться такі А1)-) є Г, г1 , що 

задовольняють рівності (2.22), (2.23), (2.30), та має місце нерівність

Оскільки
М NL ({А’ (•), V*}, 4х* (•)) = /(А* (•), г ) + £ г|* (-£ у* + Ь}) +

'=і
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Д' Д' M

+J Wo w “ Vdx + X W ■ (j p(x)X’ (x)dx - J V*) > /(Xі (•), Vі) +
Q 1=1 >=1 Q 7=1

MN . N N M

+X v <_X v}>+ bj) +f Vo (x)(X К w - ^dx+X v* (f p(*K (x)dx - X vP= 
7=1 1=1 Q 1=1 1=1 q 7=1

= X({X10,v1},Y*0).

Тоді, /(X1(x),v1)</(X‘(x),v*), що суперечить (2.31). Отже, пара 

{10*,v*) - оптимальний розв’язок задачі 2.3.Теорему' доведено.

Легко показати, що має місце наступне твердження.

Твердження 2.6. Задача 2.3 рівносильна задачі

Задача 2.3.1, Знайти вектор-функцію {Х*(-),г*} єГхй^ та 

вектор-функцію 4**0 є А, такі що

Z({X0*,0},W*(-)) = min Z({X0,v},W*0)
Ц-)єГ,уєК1ш

за умов
N *
Е\(х) = 1, м.в. для хєй,

г=1

X^=b^j = l, 2,. ,.,М, 
/=1 

м
Ел = j р(-^К(хЖ і = 1,2,...,А.
7=1 Q,

Перейдемо до розв’язання задачі 2.3.1. Нехай 'Р(-) - будь-яка 

фіксована вектор-функція з А. Розглянемо задачу' (2.29) при 

довільному, але фіксованому v, що задовольняє умовам (2.22), (2.23): 

мінімізувати
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Z00, v,'?()) = fZX (X’T< )p<x> + Vo + W,P(X))\(x)dx +

(2.32)
■V/+У У (У (г', ) - Пу - W> )Vy +£ n - f Vo (Ж*,

Ы ./=1 n

за умов 

O<0(x)<l, z=lJV. (2.33)

Очевидно, що

minZ(X0,v,V0) = £S(^«О-П, -W,H -|Жо<Х)л +

х('ІєГ ,=і >1 >1 а

+ Г У min [(с,7 (х, т\ )р(х) + \|/0 + \|/,р(х))Х, (х)]<7х.
Q '=1

Тоді легко показати, що оптимальний розв’язок задачі (2.32) - 

(2.33) має вигляд:

0, якщо с’ (х. т7)р(х) + \|/0(х) + W,P(X) > 0,

Г(х) = < 1? ЯКЩ0 С‘ (х’т> )р(х)+ Vo(x) + V,P(x) < о,

Va є [0,1], якщо (с7(х,т7) + \|/, + \|/0(х))р(х) = 0, і = 1,7V,
V() є Л.

З усіх Т0єЛ виберемо такі Ч/*(-). що відповідні їм за 

формулою (2.34) Х7(х) будуть характеристичними функціями 

множини Q., z' = l,JV, та задовольнятимуть умову (2.27). тобто для 

будь-яких і = 1, N, х є Q

= < °’ якщ0 с‘ )р(х) + Wo W + V,PW > °, тоді х і

1, якщо с (х, х\ )р(х) + \р0 (х) + w,p(x) = 0, тоді х є Q*, 

та mes(x (х,т7 )р(х) + \р0(х) + W,P(X) < 0) = 0, або для будь-яких 

z =1,JV, хєО
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Г О, якщо с' (х, т' )р(х) + Vo (х) + V, Р W > 0, тоді х ё Q*, 
Л.(х) = ( * (2.36)

[д, якщо cf (х,т, )р(х) + Vo00 + V,P(*) < °, тодіх є Q> 

та mes(x є Q: с/(х,т^)р(х) + voO0 +V,POO = 0) = 0.

Нехай v = v", Ф(-) = '!'*(•)> a ^(0 “ обрана за (2.35). Тоді, з леми 

2.4 та теореми 2.3 випливає, що пара ({V(-),v<}^*(0) “ сідлова точка 

функціоналу’ Лагранжа (2.24). Теж саме можна сказати про пару 

({V(-),v*},4>*(0)- Де ^ї) визначається з (2.36).

Порівнюючи (2.35) та (2.36). можна побачити, що Х‘(-) з (2.35) 

та Х’(-) з (2.36) визначають одне й те саме розбиття , різна

тільки форма запису умов приналежності точки х підмножині Q*, 

і = 1,N. Тому7 вирази (2.35) та (2.36) можна вважати різною формою 

запису однієї і тієї ж сідлової точки ({X.*(-),v*},4'*(-)).

Форма запису (2.36) зручніша за (2.35) тим, що вираз для 

функції Х*(-) в цьому випадку майже всюди для xeQ може бути 

записано у компактному вигляді через функцію sign(-):

^(-т) = |{!-sign(c- (х,х\)р(х) + v0(x) + v,p(-T))},? = 1Л (2.37)

У мову mes(x еії:с' (х, )р(х) + v0 (*) + V,P(X) = 0) = 0 будемо 

називати умовою сильної регулярності функціоналу (2.32).

Підставивши \ (•) з (2.37) в рівності (2.21), (2.27), отримаємо 

майже всюди для х є Q:
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sign(c’ (x,x\ )p(x) + \|/0(x) + v, p(x)) = N - 2
<W u _ (238)
Jp(x>zg«(cf(x,x\)p(x) + VoU) + ^fi(.x)dx = S-2^vff, і = 1,N.

,Q 7=1

Таким чином, при виконанні умов сильної регулярності для 

функціоналу (2.32) оптимальний розв’язок задачі (2.29) однозначно 

визначається за формулами (2.37), причому’ функція Vo(') та 

константи Vi, •ЛИл? - розв’язок системи (2.38).

Далі, якщо виконуються умови:

р(х) > 0, майже всюди для х є Q. (2.39)

mesK = 0,
r r , , ---- (2-40)

К = {хє Q: с’(x,xt)-= const.і Ф j,i,j = I,N}

то справедливо наступне твердження.

Твердження 2.7. Нехай Vo(x)>Vi’-’Vx задовольняє системі 

(2.38), і тоді для функціоналу Z(X(-),v,T(-)) умова сильної 

регулярності виконується.

Доведення. Введемо до розгляду вектор-функцію 

gU) = (gi(x),...,gJV(x)), де gj(x) = c,/(x,^)p(x) + v0(x) + v,pW, 

і = 1, N. Покажемо спочатку, що ніякі дві компоненти 

gi(X),gj (x),l'■ Ф j,i,j = \N, вектор-функції g(x) не дорівнюють 

одночасно нулю, за винятком множини точок х є Q нульової міри.

Нехай це не так. тоді

с/ (х,т')р(х) + v0(x) + V,р(х) = cj(х,трр(х) + Vo(x) + y,p(x),z * J ’ 
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на множині ненульової міри, отже отримаємо 

с. (х, т-) - (х, т.) = \|/ - V,, і' j ,па множині ненульової міри, але це 

суперечить умові (2.40).

Нехай тепер z-та компонента g(x) дорівнює нулю на множині 

ненульової міри. Тоді на цій множині, за виключенням множини 

нульової міри, /-й доданок в (2.38) дорівнює нулю, а інші дорівнюють 

або 1, або -1. Але тоді система (2.38) не має розв’язку на множині 

ненульової міри, а це суперечить тому, що \|/0(х),\|/і ,...,\|/w - 

розв’язок системи (2.38). Отже, жодна з компонент g(x) не дорівнює 

нулю на множині х є Q ненульової міри. Твердження доведено.

Твердження 2.8 Нехай у = у - довільний допустимий вектор з 

множини R^{, для якого виконуються умови (2.22), (2.23). Якщо 

виконані умови (2.39) - (2.40), то множини перших оптимальних 

компонент розв'язків задач 2.2 та 2.3 збігаються.

Доведення. Очевидно, що Ц сГ2. причому Tj складається з 

граничних точок множини Г2. Нехай Х'(-) - оптимальний розв’язок 

задачі 2.2. Тоді, Z(?J(-),v) <Z(X(-),v), VXQeTj.

Нехай A*(-) - оптимальний розв’язок задачі 2.3. Тоді, 

Z(A*(-),v) <Z(X(-),v), \А(-)єГ2. З того що Tj сГ2 випливає, що

Z(Z*(-),v)<Z(Z,(-),v). (2.41)

З того що виконується умова сильної регулярності для 

функціоналу (2.32) та з вигляду7 оптимального розв’язку (2.35) (або 

(2.36)) для задачі (2.29), випливає, що оптимальний розв’язок 

задачі 2.3 досягається на границі множини Г2, а отже Х*(х) є Ц, тоді
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I(ti(x),v)<I(^(x),v). (2.42)

З (2.41) - (2.42) випливає, що 7(A?(x),v) = Z(V(x),v). Твердження 

доведено.

Доведемо тепер необхідну’ умову оптимальнее™ розбиття 

(Q^Qj,...,^) для задачі 2.1 при виконанні умов (2.39). (2.40).

Зафіксуємо в задачі 2.1 довільний вектор v є , що 

задовольняє умову (2.21). Розглянемо допоміжну7 задачу7:

F' (;Q.....QJ) > min (2 43)!n1,...,nv}esg 

за умови 
м

J р(*ж (х)йД = £ к.. і = 1.2,.... N, 
ц ,/=і

де Fv({Q1,..„QA,}) = F({Q1,...,Q.v},{v1],...,iyM}).

Для задачі (2.43) має місце наступна теорема.

Теорема 2.4. Нехай в задачі 2.43 , р(х) > 0 майже всюди для 

хєО. Тоді, якщо можливе розбиття (Q,^,...,^) є оптимальною 

компонентою розв’язку для задачі 2.43, то існують дійсні константи 

ViVat , ДЛЯ ЯКИХ

с7 (х, т7) - с7 (х, т7) = \|/ - \|г майже всюди для х є Q*, і, j = 1, N (2.44)

Доведення. Нехай (Q*,QZ,...,Q^) є оптимальним для задачі 2.43 

та нехай х - довільна точка однієї з підмножин Q*, і = 1,N, множини 

Q. Якщо v = v, то (2.43) еквівалентна задачі 2.2 при фіксованому 

v = v, а остання еквівалентна задачі 2.3(v).
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1. Вважатимемо спочатку, що множина Q ідентифікується 

характеристичною функцією \(-) виду:

*
Х;- (х) =

0, ЯКЩО С- (х, )р(х) + \|/0 (х) + V, р(х) > 0, ТОДІ X g ,

1, ЯКЩО с\ (Х, X- )р(х) + \|/0 (х) + % р(х) < 0, ТОДІ X Є Оу ,
(2.45)

ДЄ \|/0(.)e£Q.

Тоді згідно (2.45), Vx є Q* матиме місце система нерівностей:

с/ (х, )р(х) + v0(x) + Ч'і Р(х) > 0,

41 (X, Т,' )р(х) + \|/0 (Х) + V,-!Р(х) 0, 

< с' (х, т')р(х) + \|/0(х) + \|/, р(х) < 0, (2.46)

4і (х, )р(х) + Vo(х) + vi+iP(x) > 0,

4 (-т )р(х)+Vo (х)+VivPU) °-

З того що задача 2.3(v) має розв’язок (теорема 2.1) випливає, що 

система нерівностей (2.46) сумісна. За умови сильної регулярності 

функціоналу (2.32) функцію v0C) в системі (2.46) майже всюди для 

х є Q* можна обрати у вигляді:

Vo0 = -~((сі GO + Vy) + imii(cj(-,') + VyJ)p(x), )

де с/ (х, ) + V. = пйп(^ (X, ) + vj.

Підставляючи знайдений вираз для Vo(x) в ' У нерівність 

системи (2.46), цю систему можна переписати у такий спосіб майже 

всюди для хє Q :
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~P(-Y) (сі/(х,т^) + \|/()-тіп(с7/(х,т0 +у,) <O,/ = 1,JV.

Звідси, з урахуванням умови, що р(х) > 0 майже всюди для 

хє(1;, та довільності індексу / є {!,...,7V}, отримуємо виконання 

умови:

с[ (х,т7) + у < с\ (х,т^.) + <|/ майже всюди для х є Q,,і, j = 1,N. 

*Отже, коли X- (•) визначається за формулою (2.45), нерівність 

(2.44) доведена.

2. Будемо вважати тепер, що множина Q, ідентифікується 

характеристичної функцією \.(х) виду:

*
\ (х) = <

0, якщо с' (X, )р(х) + (х) + у- р(х) > 0, тоді х і Q ■,

1, ЯКЩО Сі (X, Т(. )р(х) + 1|/q (х) + р(х) = 0, тоді X є Q(.

Тоді, згідно з (2.48), має місце система нерівностей майже 

всюди для хє Q

с' (х, )р(х) + І|/о U) + У p(-Y) 0,

с\л (-т A )p(-Y) + Vo U) + v,_i p U) o, 

< c\ (x, x\ )p(x) + Vo W + V, U) = 0,

см (-V< )p(x) + VoW+v,+iP(Y) °, 

(2.48)

(2.49)

4(х,т')р(х) + Vo W + VjypU) 0.

Отже, майже всюди для xeQ система (2.49) може бути 

записана у вигляді с\ (х, )р(х) + v0 (х) + v р(х) > 0, і = 1. N.

Із системи (2.49) випливає, що
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\|/0(x) =-(cf (х,Т;) + \|/,)р(Д м. в. дляхєО*. (2.50)

Підставляючи знайдений вираз для \|/и(х) в у-у, нерівність 

у і, J = \,N системи (2.49), отримуємо

су (X, т7 )р(х) - (с7 (X, Т7) + (х))р(х) + \|/уР(х) > о , м. в. для X є Q*.

Звідси, з урахуванням того, що функція р(х) > 0 майже всюди 

для хєО, а також з оглядом на довільність індексу і є N}, 

отримаємо виконання нерівності с\ (х, < с1. (х, т7) + \|/у майже 

всюди для X є ^,i,j = 1,N.

Теорема доведена.

Нагадаємо, що оптимальний розв’язок задачі 2.3(v) для i = l,N

та майже всіх х є Q можна представити в такий спосіб:

якщо с7 (х, Т7 )р(х) + \|/0 (х) + р(х) > 0, ТОДІ X gty, 

якщо С7(X,Т7)р(х) + \|/0(х) + %р(х) < 0, ТОДІ X є ()-■,

(2.51)

За умов, що mes{xeQ.: с7 (х,Т7)р(х)+\|/0(х)+\|у р(х) = 0} = 0,

* 1 7 7 * І 7 * (2 52^
То(-) = --{ (с, (Х,Т,)+\|/,) + пип(с (х,Т ) + ш .}р(х),

де c7(x,T7) + viy = тщ(с7(х,т() + \|4), \|/*,...,\|/*v визначаються з системи 
^=1,ї\Г

(2.26), після підстановки Х*(-),'Р* згідно з (2.51), (2.52) відповідно.

Або для і = 1, N та майже всіх х є Q можна представити в такий 

спосіб:

* 0, якщо с7(х,Т7)р(х) +\|/„(х) + % р(х) > 0, тоді X gQ*, (2-53)
О =)

1^1, якщо С7 (х, Т7 )р(х) + ц/0(х-) +1|/, р(х) = о, тоді X є Q;-, 
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за умов, що mes{xe£l: с. (x,X!t )p(x) + \|/0(х) + vp, p(x) < 0} = 0,

Ф*(-) = -пйп(^(х,т^) + Ч/*}р(х), (2-54)
k=l,N *

Wi,..., \|/^ визначаються з системи (2.26), після підстановки X 0,\|Z 

згідно з (2.53), (2.54) відповідно.

Покажемо, що при будь-якій фіксованій вектор-функції 

Ф( )єЛ, Ф(-) = (фо0,фг,т|;) має місце рівність

min L( {/.(•), v}, Ф(-)) = min min L( {Л0, v}, T0) =
(Ц-ЦУеГх^., Х(.)еГ,

min min Z({X0,v},'?(•)) 
veRnm

Нехай T0 є Л довільна, але фіксована вектор-функція. Для 

стислості викладення введемо наступні позначення:

g,(х, ф0 (•), ф,) = « (х,<) + фо0 + Ф,)р(х),

sy (Пу, Ф,) = 0 « лр - П, - Ф,,

с(Ду, Фо (•)) = £ n/f - J Фо (x)dx- 
7=1 П

Очевидно, при фіксованих ф,,(-),ф;,/ = 1,N, г[р) = 1,М, 

£,(х?Фо(-)>Ф,) - функція змінної х, а у?(Дгф,) та С(гр,ф0(-)) - сталі 

величини.

Нехай

4(г,Ф(-)) = тіп£({Х(-)^},Ф(-)) = Д{Г(.),т},Ф(.)), (2.56)
Л(-)єГ

тобто функціонал £({/,(•),у},Ф(-)) при фіксованій решті параметрів 

приймає мінімальне значення по змінній Х(-) є Г в точці X (•).

Тоді має місце нерівність:
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Z({!*(•),V},T(-))Ж),ЙЛ0)> ОєГ. (2.57)

Розглянемо різницю:

4(v,Ф0) -Д00,v}^0) = j ES,(x’ Wo0.404 0M +
Q <=1

+E E 0 0l ’ v> H +c(f>’ Vo (•)) - f E St 0’ Фо (•), ф, )4 (x)dx -
1=1 y=l Q 1=1

~EEsv0b’ V>H 0^ V°0) = f ES,0-Фо(-)-Ф,)0‘(x) -X, (х)Ж
1=1 ./=1 Q 1=1

Згідно з (2.57) маємо:

f Е^0’Фо0’ФЖ(х) - (№ ^o- (258)
a i=i

при будь-яких X(-) є Г та фіксованих ф0(-),? = Ь^-

Тепер нехай

0 00, Ф0) = min £(00, у}, Ф(.)) = Ц 00, v*}, Ф(.)). (2.59)

Розглянемо різницю:

^a0,v\^0)-z(00,v},’P0)=jfg,0^o0^,)^,0)^+
0 01

+S Е s.i (Й; ’ ф> 4/7(й- Фо (•)) - f Е S, 0> Фо 0- ф, )^1 (0dx -
1=1 1=1 Q 1=1

М N М

0ЕЕ000ф,н -с(й,Фо0)=ЕЕ5ДйУ’Ф,)0* -v0.
,а1 ./=1 1=1 7=1

В силу (2.59) можна записати для будь-якого v є :

EE0^7^,)(v’-v=)<O. (2.60)
1=1 7=1

Просумуємо нерівності (2.58) та (2.60) для будь-яких Х( )єГ.
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f E Si(x, Vo (•), V,)(\ (x) - \ (x)\7x + S,, (n,, V,X v’,i - V. ) < 0.
n 1=1 1=1 y=i

Залишимо доданки з X (•) є Г та v є Ry,, зліва, інші доданки 

перенесемо в праву сторону нерівності:
, X jV мJ Е S, (-V % (•), V, Ж (X)dx + £ £ Sti (n7, ф, )v* <

Я "=1 1=1 0=1

. 1V м
J Е Si (х, Vo (•), V, )\ (х)й?х + Е £ Sy (П, . V, )Чо ■
Я "=1 1=1 0=1

Додамо до обох частин отриманої нерівності один і той самий 

доданок С(г]у,фо0) та отримаємо для будь-яких А(-)єГ, vpRai 

наступну нерівність:

£({Ґ(-),/},Ф(.))<£( {!(•), v}, Ф(-)). (2.61)

А це означає, що пара {А(-)‘,г*}єГ х забезпечує мінімальне 

значення функціоналу £({A0,v},V0) на всій множині 

(А(-), v) є Г xR^i ПРИ фіксованій вектор-функції V0 є А.

З огляду на те. що рівність (2.56) має місце при будь-яких 

фіксованих v є R^ та Ф(-) є А, підставимо в (2.56) v = v з (2.59):

ҐДу\Ф0) = min£({/,(•),v*},T(-)) = min min£({/,(•),v},V(-)).

З іншого боку з (2.61) випливає, що

£;(т,Ф0) = £({Г0.у’},Ф0)= 7 mn Z({X0,v},T0).

Аналогічно, підставляючи в (2.59) Л.0 = А, (•) з (2.56) і 

враховуючи (2.61) можна показати, що
Ґ(А*0.Ф0) = min mmZ({A0,v},V0) = ^min £({А0А},^0)- 

vV адЄГ (X(-),v)er=Rw

76



Отже, справедливість співвідношення (2.55) доведена.

За допомогою функціонал}7 Лагранжа (2.24) побудуємо 

функціонали:

A({X(-).v}) = max£({X(-).v},4/(-)), ^0 є 
Т(-)єЛ

t7(T0) = . min L( {X0, V}, T0). T(-) є A
М')є-Г.і’ьЯЛ5^

Розглянемо задачі:

A( {X(-),v}) min, %(•) є Г, v є (2.62)

[7(Т(-)) max, Т( ) є А (2.63)

Задач}7 (2.62) будемо називати прямою, а (2.63) двоїстою до 

задачі (2.62).

Введемо до розгляд}7 множину W:

W = {(Х(-), v): к(х) є / '2; г є К; £ v,, = J p(x)\ (х)<7х, і = ЇЛ}. 
,/=і о

Лема 2.5. Задача (2.29) рівносильна задачі 2.3, тобто

min max£({A.(-),v},4/(-)) = min Z(A,(-),v).
АГ-ісГ.і'єЯ^ Ч'(-)єА 7 (U-MeW

Доведення. Якщо (Х(-), у) є W, то

Jp(x)\.(x>&-£v.= 0, z=l,AT, bj =0, ,/ = 1,М. 
Q 7=1 і=1

Якщо ж (/.(•),v) і W, то знайдеться такий номер і, \<i<N, чи 

такий у, 1 < j < М , що або j р(х)Х (x)dx - у.0 або Ь1. - 0
а 7=1 1=1

Тоді суму ^\|/i(jp(x)X,(xXfc-^y;) + ^r|7(-^v9) за 
1=1 П 7=1 ' 7=1 1=1

рахунок вибору \|/ та г| можна зробити як завгодно великою. Отже, 

функціонал X(X(-),v) можна конкретизувати в такий спосіб:
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f/00,v), (%(•), v) є W,
X(X0,v)= maxZ({X(-),v},T(-)) = ] a(\v\^w

Т(.)єЛ (+оо,(Лр),у) g W.

Отже мінімум /(X(-),v) збігається з мінімаксом функціонал)’ 

X00,v):

min max £({/.(•), v], 4*0) = mm ЛЛ0У-адєГл-єй^ ТОєЛ u ■*’ (ХО.г)єИ/

Лему доведено.

Встановимо співвідношення між задачами (2.62) і (2.63)

Лема 2.6. При будь-яких Х(-) є Г,у є є А,

<Г <X(X(-),v).

Доведення. Очевидно, що

П(Т(-))= min Z({k(-),v},T(-))<Z(mv},T0),

и* = maxG(T0) < maxZ({X0,v},¥(•)) = ЖУ) • 
Т0єЛ Т(-)єЛ

Отже U* <Г. Лема доведена.

З'ясуємо, коли t/(4/*(-)) =/(/.(•)*, v*). Справедлива наступна 

теорема.

Теорема 2.5, Якщо пара ({Г0У},'Р*(-))є({ГхЯ^}><Л) - 

сідлова точка функціоналу Лагранжа (2.24), то {/*(•),v*} - 

оптимальний розв’язок прямої задачі, a - оптимальний

розв’язок двоїстої задачі та 6/(Ч/*(-)) = /(X*0,v*).

Доведення теореми 2.5 аналогічне доведенню теореми 2.2.

Теорема 2.6. Нехай в задачі 2.3 р(х)>0 майже всюди для 

хеВ. Тоді для того щоб пара (Х*(-),г*)єбула розв’язком 
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задачі 2.3 необхідно й достатньо, щоб існували такі = L•••>•№ та 

за яких виконувались б умови:

і) м-М
1, якщо (cf (х,т') + V,) = min(c{ (х, щк),

к

0, якщо (cf(x,T^) +v,)^min(^(x,T^) + 4/J, VxeQ, 
к

z = uv,

2)
cy ) = V, + Пр якщо їх > 0,

су )> V, + Пу- якщо т* = 0.

Доведення. З урахуванням доведеної вище рівності (2.55), 

конкретизуємо вираз для функціоналу U(ЧД-)):

t/('I/(-))= min 7L({Z(), v},4z(-)) = minminZ({X(-),v},T(-)) = 
i.(:)er,veRf,u Л(-)ьГ

= min (min ((х,т")+щ0(х) + \|/,)р(х)Х(х)<*+ (2.64)

N M M

(т/,ту )-ny —+E^4)_ J ч'о(*ж
>=1 7=1 7=1 Я

Необхідність. Нехай (X*(-),v*) є Гх7?Ду - оптимальний 

розв’язок задачі 2.3. З теореми 2.4 випливає, що функцію к (-)єГ, 

яка мінімізує перший доданок у виразі (2.64), можна записати у 

такий спосіб:

1, якщо (с/(х,т') + у,.)р(х) = шіп(с'(х,т') + vjp(x), 
к

0, якщо (с1 (х,і/) + \|/ )р(х) Ф тт(<^(х,т^) + \|/Jp(x), Vx є Q. 
к

(2.65)

i = \,N.

Тоді, підставляючи (2.54) та (2.65) в (2.64), отримаємо
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u ({w,n}) = rnin( f min(c' (x,-c') + )p(x)Jx + 
veRNM Q ’N

n m m (2.66)
)-ny - v,h+ИЧ).

1=1 7=1 >1

Оскільки праворуч у виразі (2.66) немає функції у0(-)є£2п, то 

позначимо £/(Т(-)) через G(\|/,r|), тобто введемо до розгляду на 

множині (ENxEM) функцію:

G(\|/,n) = f min(c' (х,т') + vjp(x>& + min(XX(cf ~ " V, M) +

м

+ІХЧ
>1

Очевидно 
N М 

,=1 >1

О, якщо с^(т^,т^)-т]у-\|/( > 0 (2-67)

-ОО, якщо с" (т^, т1') - Г|у - \|/, < 0

Отже задачу, двоїсту до задачі (2.62), можна записати у такий 

спосіб:

G(\|/,p)^- max (2.68)
\рєЕу,г|єЕм

за умов \|/ - т|. < ctj, V/, = 1, N, j, = 1,Л/.

З (2.67) випливає, що компонента vtj - оптимальний розв'язок 

задачі 2.3 і тому задовольняє умовам:

> 0, якщо с" (т^, т") = V, + П,, 

О, якщо с" (т2, т") > V, + П, ■
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Отже, виконання нерівностей 1), 2) за умови, що

(V(-),v*) єГхRa,- оптимальний розв'язок задачі 2.3 доведено.

Достатність. Нехай виконуються умови 1) та 2) теореми. Згідно 

з лем 2.5. 2.6, та урахуванням незалежності першого доданку 

функціоналу (2.64) від veR^, а другого від Х(-)єГ перепишемо 

(2.64) у вигляді:

t/(T(-)) = min j^((c/ (х,Т;) +\|/0(x) + \|/;)р(х)Л.(х)йД + 
'=Г Я <=1 

X м м

+ІЧП(ХХ^ --+£^Ч)-veK'« ,=1 ,=1 7=1

Очевидно, що умова 1) забезпечує, згідно з теоремою 2.4, мінімальне

значення першого доданку функціонал)7 С/(Т(-)). Другий доданок

досягає своєї точної нижньої грані за умов 2) теореми, оскільки

І S “ П,~ V, Н =
<=1 7=1

0, якщо с" (т', т") - П , - V, °, 

-QO, якщо с" (т', т") - ту - V, < 0.

Отже, достатність виконання нерівностей 1). 2) для того щоб 

пара (X*(-),v*) є Гх/у.и була оптимальним розв'язком задачі 2.3 

доведена, і теорем)7 доведено.

Наслідок 1. Якщо ieQ’. та у* >0, то рівняння границі можна 

записати у вигляді:

с\ (х,<) + cf (х\ ,хп}) = сі (х,т^) + с%«, т").

Доведення. Якщо зв'язок V* > 0 істотний, то згідно з умовою 2) 

теореми 2.3: (т,, ) = т]. + \|/ або

Ж,=-П7-<(<,тр. (2.69)
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Згідно з умовою 1) теореми 2.3:

с/(х,т') - v, = “ ЧДЛ * £, Vx є Q, £ = 1,..., JV,

тоді рівняння границі має вигляд:

с'(х,<)-\|/,. =4(*X)-4V

При наявності одного центру другого типу т", підставивши в 

рівняння границі (2.69), отримаємо:

с/ (х, ) + ц, + с" (х\ ,х'') = ск (х, х{.) + Г|у + (<, т") - 

і Ф к, Vx &.Q. і' = .

Таким чином, точка х належить границі, якщо виконується 

рівність:

с' (х, т') + с’’ (т’ ,хІ’) = (х, т') + с" «, т") .

Тобто центри першого типу можуть розглядатися як 

транзитні пункти, через які фактично здійснюється забезпечення 

пунктів споживання неперервно розподіленим ресурсом.

Справедлива й зворотна теорема.

Теорема 2.7. Якщо G(v|/ щ ) = {X(-),v*} - оптимальний

розв'язок прямої задачі, а {у ,т| } - оптимальний розв'язок двоїстої 

задачі, то пара ({Х’УЫчДц })E(kxR+NM xEN+AI) - сідлова точка 

функціоналу Лагранжа (2.24).

Доведення.

G(\|/ ,г) ) = min£({X(-),v},T (■)) <niin£({X (-),v },Т (•)) = 
A,v A,V

max L({X* (•), v* }, TQ) = X (!*(•), v*) = /(У (•)), v*)
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За умовою G(\|/*,n*) = 7(X*(•),>*)• Тому попередні нерівності 

перетворюються в рівності:

£({X*(-).v*},T*(-)) = imnL({X(-),v}.T*(-)) = maxA({2i*(-),v*},T(-)) = Ю- 0T )■

Звідси має нерівність

£({/(•),v*},T(-)) < A({f ( ),v*},T*(-)) <

для всіх X є Г, v є , T(-) є Л.

Теорема доведена.

Отже, враховуючи еквівалентність задач 2.2 і 2.3, для задачі 2.2 

має місце наступні твердження.

Твердження 2.6. Нехай в задачі 2.2 р(х) > 0 майже всюди для 

хєО . Тоді для того щоб пара (Я* (•),!'*) є Г,була розв’язком 

задачі необхідно й достатньо, щоб існували такі y/t,i = 1,...,N та 

tj j = 1,...,М, за яких виконувалися б умови 1) і 2) теореми 2.6.

Твердження 2.7. Точка х належить границі між підмножинами 

Q* та £Їк, якщо виконується рівність 

(х, т/) + с» ,т^ = с[ (х, т[ ) + с» (т[ ,т^.

2.2.4 Наближений алгоритм розв’язання

Для розв'язання поставленої задачі, запропоновано ітераційний 

алгоритм, складовою частиною якого є метод потенціалів розв'язання 

транспортної задачі [135].

Алгоритм 1.

Крок 0.
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1. Задаємо довільне допустиме початкове наближення вектор- 

функції Х° (х), Vx є Q (наприклад, що відповідає діаграмі Діріхле- 

Вороного, побудованої для набору центрів першого етапу). 

Розраховуємо значення 6/(0), і = \,N, за формулою:

= j р(х)Х° (х)т&;
о

2. Визначаємо початкові значення i = l,N,j = \,M і 

значення потенціалів i = \,N и r)*0), j = \,М, розв'язуючи

транспортну задачу такого виду:
N М

)Ч(” min’ (2-7°)
7=1 7=1

К0)=^,7 = 1,2,...,7И, (2.71)
7=1 

м

= (2.72)
7=1

Ц0)>0, 7 = 1,2,...,2V, 7 = 1,2,...,М

Нехай в результаті к кроків алгоритму к = 1,2,... отримані 

значення потенціалів

Опишемо (к +1) -й крок.

1. Обчислюємо значення л*+|(х) за такою формулою:

1, якщо с' (х,< )р(х) + 1|/-А)р(х) = тіп(с/ (х,т,) + \pJA))p(x0, 

О, в інших випадках.

2. Розраховуємо значення ЬШ:+\ j = і5Д75

Х*+1(х) = <
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b'a'+" = jp(x)/f+l)dv. 
С)

3. Визначаємо значення i = l,N, j = l,M, і значення 

потенціалів , i = l,N та r|^+1\ j = 1,М, вирішуючи транспортну 

задачу (2.70) - (2.72).

4. Обчислюємо значення цільового функціоналу за формулою 

(2.16) при X, (х) = Х^+І,(х), і = 1,N, Vy = v^+1\ і = 1,N, j = \,M.

5. Якщо хоча б одна з умов:

є>° або є, є>0 (2.73)

виконується, то переходимо до п. 6, якщо жодна з них не виконана, 

то до (к + 2)-то кроку алгоритму.

6. Ввважаємо X* (х) = (х), v* = , і = l,N,j = \,М, у* = ,

i = \,N, та т|*=г|^, у = 1,М, де / - номер ітерації, на якій 

виконується умова (2.73).

7. Обчислюємо оптимальне значення цільового функціоналу за 

формулою (2.16) при ХДх) = Х*(х), v;7=v‘, i = l,N,j = l,M, і для 

контролю правильності розрахунків - значення двоїстого 

функціоналу за формулою (2.66) при \|/; =\|/* , i = l,N та г|; =г|*, 

7 = ЦЙ-

Алгоритм описаний.

Зауваження. Повна похибка, з якою може бути отримано 

наближений розв'язок задачі (2.1) - (2.6) за допомогою описаного 

вище алгоритму, складається з абсолютної похибки алгоритму (в 

нашому випадку ця похибка визначається похибкою обчислення 

85



функціоналів прямої (двоїстої) задачі, похибкою, що виникає в 

результаті наближеного обчислення потужностей центрів першого 

етапу, що визначається обмеженням (2.2), абсолютної похибки 

округлень в результаті реалізації алгоритму на ЕОМ, і абсолютної 

похибки за рахунок неточності початкових даних. Наведемо тут 

нестрогі міркування про похибку, яка виникає за рахунок 

наближеного обчислення всіх інтегралів при реалізації алгоритму.

У припущенні, що Q = {(*], х2) є R2 : 0 < х, < 1; 0 < х2 < 1}, а всі 

подвійні інтеграли обчислюються за допомогою кубатурної формули 

трапецій, тобто шляхом повторного застосування складеної формули 

трапецій для однократних інтегралів, з однаковим кроком розбиття 

по двом осям координат /?, = h2 = 1 In. згідно [136], щодо загальної 

кількості вузлів інтегрування т = (п +1)2 похибка обчислення 

подвійного інтегралу7 має порядок О(т). Якщо врахувати, що з 

такою похибкою обчислюються величини b., i = l,N, ця похибка 

буде закладена і в параметри \|г. i = l,N, внаслідок чого можна 

стверджувати, що значення характеристичних функцій Х*+1(х) також 

будуть знайдені з похибкою О(т). Отже, порядок похибки 

обчислення цільового функціоналу становить О(т2),
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РОЗДІЛ 3. МОДЕЛІ І АЛГОРИТМИ РОЗВ’ЯЗАННЯ 

ДВОЕТАПИХ ЗАДАЧ РОЗМІЩЕННЯ-РОЗПОДІЛЕННЯ З 

РЕСУРСОМ, НЕПЕРЕРВНО РОЗПОВСЮДЖЕНИМ НА 

ЗАДАНІЙ ТЕРИТОРІЇ

3.1 Побудова математичних моделей задач оптимального 

розбиття множин з розміщенням центрів при наявності 

додаткових зв'язків

Розглянемо задачі оптимального розбиття множин з 

розміщенням центрів при наявності додаткових зв'язків. За аналогією 

з задачами попереднього розділу будемо розглядати:

- двоетапні задачі оптимального розміщення-розподілення без 

обмежень на потужність підприємств першого етапу;

- двоетапні задачі оптимального розміщення-розподілення при 

наявності обмежень на потужність підприємств першого етапу.

Задача 3. (двоетапна задача оптимального розміщення- 

розподілення без обмежень на потужність підприємств першого 

етапу)

Потрібно знайти таке розбиття множини Q на N підмножин 

визначити координати центрів цих підмножин

та такі обсяги перевезень які забезпечують мінімум

функціоналу7:

F({Q1,...,Qjv}.{t]/....,t^},{v]]....vjvm}) =

= Е І (х, ї )р(х)Л + £ Y Н (3'1}
,=1 О І=1 У=1

87



і задовольняють обмеження 
м __

Jp(x)tZr = £v.., i = l,N, (3.2)
7=1

£г, /г . / |.Л/. (3.3)
/=1

{Ц,...,ЦЗєС
„ (3.4)

v" >0, i = I,2,...,N, j = l,2,...,N, Xі = («...,<), Xі eQn.

тут x = (?1),...,xw)eQ; b”, j = I,M, - задані дійсні невід'ємні числа.

В розділі 2 (лема 2.2) доведено, що за умови 

= jp(x)<7x, 
7=1 Q 

множина допустимих розбиттів не порожня.

Функції cf(x,T;), z=l,N - дійсні, обмежені, вимірні по 

аргументу х на Q, та опуклі по т на Q для всіх і = 1,N; р(х) - дійсна 

функція, що інтегрується і визначена на множині Q; , j = \М - 

задані точки області Q. сДт^,тр5 і = 1,N, j = l,M - задані невід'ємні 

числа.

Так само, як в задачі 1, тут обмеження (3.2) висловлюють 

баланс між потужностями підприємств першого та другого етапів, 

отже мають бути виконані умови розв'язності задачі.

Задача 4. (двоетапна задача оптимального розміщення- 

розподілення при наявності обмежень на потужність підприємств 

першого етапу).
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Потрібно знайти таке розбиття множини Q на N вимірних за 

Лебегом підмножин (серед яких можуть бути і

порожні), визначити координати т7,...,т^ центрів цих підмножин, та 

такі обсяги перевезень vn,...,vw, які забезпечують мінімум 

функціоналу

■ ■■ ■> »ТІ ’■•Лаг},{1?11г-Тж }) =

AL . N М

=Е і с> т. )р(*м+Е Ес" Ч ’
І=1 Я, 1=1 У=1

при обмеженнях

jp(x)Jx = Z>7, 7=1JV, (35)

EV1, =b'- i = lN, (3.6)
7=1

^}=blÎj=YM, (3.7)
7=1

{Ц,..А)е2 ,
(3.8)

v. >0, z = l,2,...Л. 7=1,2,...,М, V = «т7,...,<), т7 eQv.

тут xeQ; b\, і = 1,N, b1. , J = 1,М - задані дійсні невід'ємні числа, 

що задовольняють умову леми 2.1; т77 та функції с7(х,т7), 7=1,JV; 

р(х). j = І.М. с" (т7,т77). і = 1,N. j = 1,Л/ - такі самі, як і в задачі 3.
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3.2 Метод розв'язання двоетапної задачі оптимального 

розміщення-розподілення без обмежень на потужності

3.2.1 Метод розв’язання задачі

З оглядом на те, що математична модель двоетапної задачі 

розміщення-розподілу є узагальненням неперервної задачі 

оптимального розбиття множин з розміщенням центрів підмножин 

при обмеженнях за рахунок наявності додаткових зв’язків між 

центрами двох етапів, для розробки метод}' її розв'язання 

скористаємося методикою з [60]. Введемо характеристичну функцію 

підмножини Q, у вигляді:

1, хєЦ, 
0, х є

Розглянемо функціонал 
X ХМ

І(Х(), < v) = Е fcf (х, х\ )р(х)\ (хХх + Е Е Н ’ (3-9)
"=1 Q і=1 у=1

де вектор-функція X(x) = (\(x),...,XJV(x)), xeQ, х< = «...,<) є Q'. 

вектор v = (vn,...,vNM')eR+NM.

Очевидно, що має місце рівність

Перепишемо задачу' 3 в термінах характеристичних функцій 

\(х) підмножини Q,, і =l,N в наступному вигляді.

Задача 3.1. Знайти

minZ(k(-),<v), (3.10)
адУ.г

\(х) =
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при обмеженнях

j p(x)\ (x)dx = £ v&, і = 1,N, 
Q 7=1

2>У=^
01

20 є 0, t7 =«<...,<), т7єОлг, ver^- 

де

Л = {M9=0(x)>-Ax(x)): A(x) = Ovl,z = l,AT м.в. дляхєО,

^\(x) = l, m.b для x є Q}. (3.11)
01

Задача 3.1 є задачею нескінченновимірного математичного 

програмування з булевими змінними Х(-). Перейдемо від неї до 

задачі зі значеннями Х(-) з відрізка [0,1].

Задача 3.2. Знайти 2*0 є Г2, ті є Q и v* є такі, що

Z(00,<v‘) = min Z(X0,t\v),
Х(:)єГ2,т єСї',уєЕш

j р(х)Х, (x)dx = , z = і,0,
0 У=1

N ______

Xvs=»'',/=I,M. 
01

де

0 = 00 = (Ш-Л0): 00 є 0 ЕА0) = !> м в- для X є Q} , 
1=1

r = {20=(210,...0JV0):O<2;(x)<l, VxeQ, z = 0V}.

Згідно леми 2.1, Г2 - опукла, замкнена, обмежена множина 

гільбертова простору 0(Q).
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Зрозуміло, що

/(V (•), ^, +*) = min min /(/.(•), т7, г) 
і1 <eQn,veR^u [_Х(-)єТ2

(3.12)

З результатів параграфу 2.1 розділу 2 випливає, що при кожній 

фіксованій парі т7 є Q та veR^ внутрішня задача (3.12) лінійна 

відносно Х(-) на Г2 і є глобально розв’язною. Крім того, серед 

множини оптимальних розв’язків задачі 3.2 є оптимальні розв’язки 

задачі 3.1.

3.2.2 Обгрунтування методу розв’язання задачі

Для отримання необхідних і достатніх умов оптимальності для 

задачі 3 введемо функціонал Лагранжа в наступному вигляді:

Z({X0,t7,v},T0) = jJX (х,< )p(x)\(x)t& + EE€f (т7,т77 + 
Я 1=1 1=1 ./=1

+E(_E vu+ bj)+f (E (*) - !)<*+E V/(j^dx ~ 
j=l 1=1 Я <=1 1=1 Я

(3.13)

~E vu)=f E Ti)+Vi (x))p(*)\ (x)6fe+E E ’1") -
7=1 Я <=1 1=1 7=1

-д - +ETi?7+f votEM*) -
7=1 Я '=1

де 2(-)єГ, т7єПу, veR^ , T(x),xeQ - вектор-функція, T()eA, 

Л = {T0 = (\|/o0,V,r|): VoO Л;, і|/єЕ; qe Д j.

Пару елементів ({A*0,tJ,v*|,4/*0) назвемо сідловою точкою 

функціоналу (3.13) на множині (IrxQ77 хД^іхА), якщо
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для всіх Я(-) є Г, т' є □ ’ , Ч/(-) є Л , v є або 

£(1/0,тг,г*|,Ч'*0) = min шах£({Я0Л
' 0)л0еГхп7,>--ЙІж

= max тіп £((2(-)У,v},’?(•)) •
^)єл^{л(Ол0єГхЛ.к;^ ’

Перейдемо до розв’язання наступної задачі: 

Z({/0,tz’,v*},4/*0) = max min £({Я0>Т’V}’^0)'

Позначимо

GCP0) = . min £({Я0, < v), T0), T(-) e A
{аду фад" ’

тоді, задача, двоїста до задачі 3.2 має вигляд: 

G(4/0) ад max, 4*0 є Л. (3.14)

Функціонал задачі (3.14) також можна записати у вигляді:

, min тіп£(І20,т/,у},гР0) М)єЛ, (3.15)

Позначимо

0 ({< v},Т0) = min £({Л0,< v}, Т0) , W є Л> (3-16)

Розглянемо детальніше функцію G1(|t/,v|,'P0) :

G1({T7,v},4/0) = minZ({20,0,v},4z0) =
> ЛГ)єГ >

min
Ц.)еГ

[(с' (х, т{) +1|/, 0)р(х)'кі(x)dx + 22
п '=1 '=! У1

(3.17)

м
-v.H+Sn/f +

,/=і

VoUMXM*)-!)^ ,^0 є Л.
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Згідно результатів розділу 2. при будь-яких фіксованих т , 
'Р(-) мінімальне значення (3.17) по X функціоналу Z(|X0,T ,v|,T0) 

досягається при:

якщо с‘(х,х.)р(х) + \|/ )р(х) = тш(с7(х,т7) + 'h-)P(*)> k=l,N
0, в інших випадках,

Тоді функціонал G](|t7,v},'P(-)) можна конкретизувати у такий 

спосіб:

G, ({V, v}. Т0) = nun £({Л0, т7. v}. 4*0) =

= j min(c7 (х. <) + \|у )p(x)tfc + £ £ (с77 (т7, т77) - Г|7 - V, Н + (3. і 8)
О ’ 1=1 7=1

+Eri7Z’f’у/; /х.//< /■:...
7=1

Будемо позначати

Q({^, v}, {у/, >?}) = / min (су7 (х, т7.) + у, )р(х)с/х +

+Z Ё (т> ’тJ) - n, - V, К + Xп ,ь’і ’ v є En. ц є Eit.
2=1 ./=1 7=1

Функція (9({т7/;}) за змінною іу>0 буде обмежена 

знизу, якщо виконується умова:

Т7«(^^")-П7-'І0 = О, (3.19)
І пї і и’ 7 1^’ J 
К +V,

Зауважимо, що ці умови аналогічні умовам доповнюючої 

нежорсткості для транспортної задачі в закритій формі.

Справедлива теорема.
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Теорема 3.1. Нехай для задачі 3 виконуються умови леми 2.2. 

Тоді сідлова точка ({/(ЖУ^/У}) функціоналу Лагранжу 

(3.13) для задачі 3 (де перша компонента {Я*(-),т/*,г*| є оптимальним 

розв’язком задачі 3 на множині (р ’ / Qv/?vv І / 

визначається в такий спосіб:

Г(х) =
1, якщо х є Q. = {х є О.: cf (x,zf) + у* = тіп(У- (x,rf) + \|4 Ж 

0 в інших випадках, 

де в якості Tz*,v*,\|/*,rf обирається оптимальний розв'язок двоїстої 

задачі, приведеної до вигляду:

G({<m})= min <л({<г},{ім}) =
р ,vjeQ v 7

= min
Jr .lj'XX

f пнп(с{ (х, і') + \|/А )р(х)А + 
• к (3.20)

V м м

+Е Е ’ ту) - ж - v,) ж ]+Е ^jbj max-
1=1 у=і у=і

у/ є En,T] є , і = 1,N, j = \,M 

за умов:

(^(т'Лу)-П7-Ч')^0.

Отже, має місце наступне твердження.

Твердження 3.1. Нехай в задачі 3 функція р(х) > 0 майже всюди 

для xeQ, і виконується умова розв'яз ності задачі з леми 2.2. Тоді 

трійка х/?ш буде оптимальним розв'язком

задачі 5, сформульованої в термінах характеристичних функцій 

підмножин, що складають розбиття Q, тоді і тільки тоді, коли 
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знайдуться такі дійсні константи \|Z,/= 1,...,jV, і rf ,/ = ],. ,М за 

яких для і = 1,...,N і майже всіх х є Q

1, якщо о7 (х, ТІ,. ) + V|/ < cj (х, ТІ;) + \|7,
Х*,.(х) = < і Ф j м.в. для х є Q, / = 1,...,ДГз тоді х є

0 в інших випадках,

а ті,., v,■, і -1, ■ ■ •, N, г|*, j = 1,... ,М, були б оптимальним розв'язком 

наступної задачі:

G (у/, ц) —> max, у/ є R , і] є RM

де

g(vg?) = (/ min

Gi ({т7, v}, у/. = j min(c7 (x. < ) + Vi )p(x)dr +
Q

N M M

+«’TD - ny - v,)v,]+£n/77. 
1=1 7=1 7=1

3.2.3 Наближений алгоритм розв’язання

Для розробки алгоритму розв’язання задачі 3 запропоновано два 

підходи. Обидва засновані на результатах теореми 3.1. Перший 

підхід передбачає використання алгоритму розділу’ 2 сумісно з г- 

алгоритмом Шора. При другому підході застосовується лише г- 

алгоритм Шора.

Для реалізації першого підходу перепишемо задачу (3.20) в 

наступному вигляді:
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,, pin max Gj ({т7,у|,і//,77)=тіп min max gMt1 ,v],w,n)= 
jt ,v|eO xR^ yeRN, r/eR1^ ' > TIeDN veR^^R",^11 \ <• > '

=йИт').
де

(?(т7)=тіп max Gx

При кожному' фіксованому векторі т' є Q значення функції 

б(т7) є оптимальним значенням двоїстого функціоналу, 

побудованого для сформульованої в термінах характеристичних 

функцій підмножин неперервної задачі ОРМДЗ із заданими 

центрами. Тому складовою частиною наведеного нижче алгоритму7 

розв'язання задачі 3 є алгоритм 1. Ключова ж роль відведена методу7 

субградієнтного спуску7 з розтягуванням простору в напрямку різниці 

двох послідовних субградіентів - г - алгоритм Шора.

Алгоритм 2 (комбінація алгоритму 1 та г-алгоритму Шора)

Крок 0.

Область Q заключаемо в паралелепіпед П. сторони якого 

паралельні осях декартової системи координат, вважаємо р(х) = 0, 

при х є П \ Q. Паралелепіпед П покриваємо прямокутної сіткою.

1. Нехай к = 0. Задаємо початкове наближення координат 

центрів т; = і вектор-функції Х(х) = Хда(х) для усіх точок сітки 

хєО.

2. Розраховуємо значення Ькк' за формулою:

b-(k) = |р(х)?Д'(х)с/х. i = l,N.
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3. Визначаємо початкові значення дт, j = \,М,

розв’язуючи методом потенціалів наступну транспортну задачу:
N М 

т>,7^тіп, (3.21)
і=\ 7=1

N Мfv^=b^,j = l,2,...,M, tv^=b^,i = \,2,...,N, (3.22)
/=1 7=1

V« >0, i = l,2,...,N, j = \,2,...,M. (3.23)

В якості значень двоїстих змінних ц**0, j = І, М, і у*А), i = l,N, 

обираємо значення відповідних потенціалів, які отримані на останній 

ітерації методу потенціалів.

Нехай в результаті (/) кроків алгоритму / = 0,1,2,... отримані 

значення потенціалів Опишемо (/ + 1)-ий крок.

Крок (/ +1).

4. Обчислюємо значення Л,7+І'(х) в вузлах сітки за формулою:

1, якщо (с/ (х,т7(/))р(х) + )р(х) =

X;/+"(x) = < = min (4 (х, <(0) + )р(х),
т

(3.24)

0 в інших випадках, і = 1, N.

5. Обчислюємо значення т*/+1), і = 1,/V, j = 1,М, розв’язуючи 

методом потенціалів транспортну задачу (3.22) - (3.23). В якості 

значень двоїстих змінних г|*/+1), j = l,M, і у*/+1), i = \,N, обираємо 

значення потенціалів, які відповідають оптимальному розв'язку 

задачі (3.22) - (3.23).
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6. Обчислюємо компоненти субградієнту g^ (у, <|/,т|) у вузлах 

сітки за формулою:

= J pWgj! К (x)dx + X Е vo ’ 1 =1 ’N ■
П <=1 j=l

де gTj - і-я компонента 2Л-мірного вектору узагальненого градієнту 

gf функції с. в точці т1, gT'ii~ і-я компонента 2Л-мірного вектора 

узагальненого градієнту g/ функції в точці т1 при

т' = т/(/), v = v(/+1), X = X(Z+1), v = v<z+1), n = n(Z+1).

7 Обираємо крок h, > 0 r-алгоритму і знаходимо:

t/(Z+1) = РП(^Г) -/zz^(T7(Z),v(Z+1),i|/(,+1),v</+1)))

де Рп - оператор проектування на П, В] - оператор перетворення 

простору в основний простір En, що має вигляд:

в; = в;_1(/+(1-і)о;_1(о;_1)г)) (3.25)
а

де І - одинична матриця відповідної розмірності, 0^ - відповідає

нормованому вектору різниці двох послідовних субградієнтів у

перетвореному просторі, тобто:

за умови, що

|HJWT<Z)V/+I),n<z+1^^ та

0^ = 0 в інших випадках. Тут s0 - точність представлення нуля 

ЕОМ.
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8 Якщо умова ||(т(/),v(/),\|/°jT|(n)-(т(/+1),vu+1),\|/и+п,'ПУ+П)||є>- 

s>0 виконується, то переходимо до п.9, якщо ні - здійснюється 

перехід на (/ + 2) крок.

9. Розраховуємо значення цільового та двоїстого функціоналів. 

Кінець алгоритму.

Алгоритм описаний.

Представимо також найбільш зручніший компактний запис 

цього алгоритму, в якому використаємо Н-форму г-алгоритму Шора.

Алгоритм 2 (Н-форма).

Ініціалізація. Вибираємо тло) є Q - довільне початкове наближення 

набору N точок. За допомогою алгоритму 1 обчислюємо значення 

компонент вектора Xw(x) в кожній точці xeQ, а також початкові 

наближення параметрів v‘0), i = l,N, j = \,М.

Обчислюємо компоненти субградієнта ge(Tz(0)) функції О(т!) в 

точці тЛ0) за формулою:

ge = f Р WgJ К (x)dx + Y E Scfv . / їл\

при X = Z'111, v = V(o). Тут gj}, g^„ - i-i компоненти N - вимірних 

векторів узагальнених градієнтів g , (х, т) і g (т, т") функцій с1 (х т1) 

та с11 (т" ,т^), i = і = відповідно в точці

Xі = «Т;=(Т«,Т«).

Задаємо Яо = І2N (одиничну матрицю) і параметри а > 1, 0 = — < 1.
а 

к = 0.
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1. Нехай на Л-й ітерації т1(к} - вектор точок з Q ' : 

а^=а,р4 = Р, ^к.

2. За допомогою алгоритму 1 обчислюємо значения компонент 

вектора в кожній точці xeQ, і поточні наближення

параметрів v^\ i = \,N, j =\,М.

3. Обчислюємо ge(T7W) - субградієнт функції О(т') в точці

_/(&) л л (А’) ,,__т при А, = Л , V - V .

4. Розраховуємо наступне наближення т'"'1 за формулою 

тЛІ’+1
H,ge(T"W)

(3.27)

де P^v (w) — оператор проектування, під яким розуміємо повернення (у 

той чи інший спосіб) в допустиму множину C1N точки и у випадку7, якщо 

вона вийшла за межі Q ; hk > 0 - кроковий множник, обирається з умови 

мінімуму функції за напрямом рк = -Z7\,ge(xfc).

5. Обчислюємо ge(T7(A+n) - субградієнт функції О(т2) в точці 
тш+1)

Нехай rk = gQ(^k+r>)-gQ(rIW).

6. Розраховуємо матрицю

Н,+1 =Нк+ (Р2 - = н + Нкг гк Нк
гкНкгк

Якщо хоча б один з критеріїв закінчення ітераційного процесу

|2<^-2W|<S або ||тш+п-tw||<s, s >0. (3.29) 
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виконаний, то здійснюємо перехід на крок 7. Інакше к := к +1 і 

переходимо на крок 2.

7. Розраховуємо значення цільового функціоналу. Кінець 

алгоритму.

Алгоритм 2 (Н-форма) описаний.

Зауваження. Наведений алгоритм використовує для розв'язання 

задачі умовної за т7 задачі оптимізації метод проекції узагальненого 

градієнта. Але цей алгоритм легко модифікується на випадок 

використання, наприклад, методу зовнішнього штрафу для 

врахування обмежень невиходу за границі множини Q центрів 

першого етапу, які розташовуються. Такий модифікований алгоритм, 

представлено у додатку А.
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3.3 Двоетапна задача оптимального розміщення- 

розподілення неперервно розповсюдженого ресурсу з 

обмеженнями на потужності підприємств першого етапу

3.3.1 Метод розв’язання задачі

Розглянемо задачу 4 у термінах характеристичних функцій 

підмножин що складають розбиття заданої множини.

Задача 4.1. Знайти

при обмеженнях

шіп/(Х(-),т,г),

z (3.30)
/ (x) = 1, м.в для x є Q,
7=1

J p(x)X (x)dx = b\, і = \,N, (З-ЗІ)

Ь^,,=їл. (3 32)
7=1

f r =»»,/ = w, <3'33>
7=1

2(х)єГ15 T;eQ\ v = Ki;:

де
N N М

І (Х(-), Т, V) = £ j < (х, т,)р(х)Х, (x)dx + (<, Tf >..,
/=! Q i=l /=1

Г1 = U(x) =Д (х),-А(*)): 4(х) = 0 v 1,/ = 1,N, м.в для х є Q}.

Задача 4.1 є задачею нескінченновимірного математичного 
програмування з булевими змінними А,(-).
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Введемо до розгляд)' наси пну множин)':

С/ ={v:(Vh,...,v^): гєйж, £у.. =Ь!-= Ь’,і =1Л-,7 є W 
1=1 7=1

Будемо вважати що для задачі 4.1 виконуються умови (2.7) за 

яких допустима множина розв'язків задачі не є порожньою.

Перейдемо від задачі 4.1 до задачі, в якій компоненти вектор-

функції Х(-) може приймати значення з відрізка [0,1].

Задача 4.2. Знайти 2’(х) є Г, та vff такі, що

Z(A,’(x),t’,v’) = min 7(X(x),t,v),
Х(х)еГ,.тєОЛ

де

Г2 = {Я(х) =/((х),...,z, (х)): Я(х)є Г, £Я,(х) = 1, м.в.дляхєО, 
/=і

j р(х)Х (х )с/х = Ь’, і = 1 ,N] 
я

Г = {Я(х)=(Я1(х),...,/1х(х)):0</1г(х)<1, VxeQ z = l,JV}.

Згідно з лемою 2.1, Г, - опукла, замкнена, обмежена множина 

гільбертова простору 1% (Q).

Зрозуміло, що

Z(X*(x),t*,v*) = min min Z(A.(x),t,v) . (3.34)
ТЄЙА ,veXjw |_х(х)єГ2

З результатів параграфу 2.2 розділу 2 випливає, що за умов (2.7) 

при кожній фіксованій парі т' є Q та v є внутрішня задача 

(3.34) лінійна відносно Х(-) на Г, та глобально вирішувана. Крім 

того, серед множин оптимальних розв’язків задачі 4.2 є оптимальні 

розв’язки задачі 4.1.
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3.3.2 Обґрунтування методу розв’язання задачі

Для отримання необхідних і достатніх умов екстремуму 

введемо функціонал Лагранжа для задачі 4.2 в наступному вигляді:
N N М

£({Х(-),т,у},Т(-)) = fXе-)рОШ*)<*+XXе- Н + 
Q О1 ?=1 7=1

N М М N N

+Е ф, оЕvu+ь-)+Еп, (-Еv-j + h-)+Еv,(Jр(х)х(х)с& - ь’)+
і=1 7=1 7=1 ї=1 ї=1 Q

+jvo(*)(E \(x)-l)7x = J Е о, т<)+V, )р ооо)<*+
Q О1 Q /=1

N N М N

+J Фо охЕ z> о) - їм- • Е Е -1 -) % + Е фА' + (3 •3 5)
Q 1=1 І=1 7=1 і=1

М

./=1

де Х(х) є Г, Xі є , v є V. Т(-) є А - вектор-функція;

А = {Т(-) = (<//0 (•), <Р, 7): О є 4 є є En, Л є Ем } •

Пару елементів назвемо сідловою точкою

функціоналу (3.35) на множині (|г х J х А). якщо

для всіх 2 є Г, v є чи

£({Г,т*У},¥*(•))= ,min 4 тах£({2,т,г},Т(-)) =
’ p.t.vje^Q" 1 ’

= шах min L([A.,t,vI,vP(-))
4<(-)eA{X,t,v)erxQ*\R^tf 1

Перейдемо до розв'язання задачі:

£({х’УУ},Т’(-))= max min Z({X.t. vl.'P(-))
1 ’ Т(-)єА-хД {л,т,г)єГчП;\Я^ь, 4
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Позначимо
G(T()) = min Z({X(0, т-vlЛОХ WeA- 

{Х(-\т.г)єГчПл\Л;ж 1

Тоді задача, двоїста до задачі 4.2, має вигляд:
G(T(-)) -> max, Т( ) є А. (3-36)

Цю задачу також можна записати у такий спосіб:

< -'Л. (337)
[r,vjeL2 /Я;.ж

Позначимо в (3.37)
G1({T,v}(T(-)) = minZ(U(-)(T,v},T(-)) ,Т(-)єА, (3-38)

Х(-)єР

Конкретизуємо (3.38):

({т, у}, Т(-)) = тіпЦ{А(-),т, у}, Т(-)) =

= (л-,<) + \р,(х))р(х)А.,(х)А + ^^(с^(<,rj)-<p,.- ,3 39)
Q /=1 *=1 7=1

N Л/ N

-пу ++Е фії+& ib"+1 % (*х£Х'є л-
<=1 7=1 П <=1

Згідно з результатів розділу 2. у виразі (3.39) мінімальне

значення функціоналу £({2(-),т,г},хР(-)) по змінній Х(-) досягається 

при

1, якщо х є Q = {х є Q: (с\ (х, т.) + \|/( )р(х) =
X, (х) = < = ішп(^(х,^) + ¥а)р(х)}.

0, в інших випадках, і = 1,7V, 

і за таких компонент вектор-функції Х(-) функціонал G1(^t,v},'P(.)) 

набуває наступного вигляд}’:
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G, ({т, v}, {ср, у, г|}) = nun £({Л(-), т, v}, Т()) = 

w N М

=J Е ‘т^(х’ )+)р(х)+Е Е ’т/) - ф. - К + (з 40) 
W м

+Е фа'+Е ^jbj > fa, V’ піє e2N+m ■ 
1=1 у=1

Має місце наступна теорема (доведення аналогічне доведенню 

теореми 2.1).

Теорема 3.1. Оптимальний розв'язок {A,*(-),t*,vT задачі 4.2 

визначається в наступному вигляді:

1, якщо х є Q = {х є Q: (с. (х, ) + щ* )р(х) =
Х*(х) = < = ппп(с'(х,<) + ч4)р(х)}

0, в інших випадках, і = 1,7V,

а компоненти т*,v , поряд з двоїстими параметрами ер ,у/*,ц 

утворюють оптимальний розв'язок двоїстої задачі, приведеної до 

виду:

6({ф, <М}) = min Gj ({т, v}, {<р, }) =
{T,v}d2 ~*Rnm

N

= , .min + [X mm (X ) + Ф, )PW +
‘ 1

(3.41)

max

Згідно необхідних і достатніх умов оптимальності задач 

лінійного програмування транспортного типу’ на оптимальному
N М

розв'язку вираз Е Е - Ф> “ ХМ має набУвати нульового
1=1 7=1 
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значення. А, отже, мають місце наступні умови доповнюючої 

нежорсткості:

Vv > 0, якщо , т") = ф, + Г|,,

Vv = 0, якщо , ф > Ф, + П, •

3.3.3 Наближений алгоритм розв’язання

Опишемо алгоритм розв'язання задачі 4, який передбачає 

використання алгоритму розділу 2 сумісно з r-алгоритмом Шора. Так 

само, як і в алгоритмі 2, спочатку запишемо задачу 3.41 у вигляді:

О({т,у},{ф,^л})min min
тЛАєПЛА _v>O,\|/,r|,(p

Алгоритм 4.

Крок 0.

Область Q заключаемо в паралелепіпед П, сторони якого 

паралельні осям декартової системи координат, вважаємо р(х) = 0, 

при х є П \ Q. Паралелепіпед П покриваємо прямокутної сіткою.

1. Нехай к = 0. Задаємо початкове наближення координат 

центрів т1 = т7{к\ = і вектор-функції X(x) = XU)(x) для усіх 

точок сітки хєО.

2. Обчислюємо значення )^к\х) в вузлах сітки за наступними 

формулами:

(х) =
0, якщо (с1, (х,^) + ф, )р(х) = тіп(сДх,<) + \|/„)р(х), 

х ' т
1, в інших випадках, (3.42)

z = l>#
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3. Визначаємо початкові значення у***, і = l,N,j = l,M, 

розв’язуючи методом потенціалів наступну транспортну задачу::
N М

“►min, (З-43)
/=1 У=1

N М

Trf = b“ , j = 1,2,..„ТИ, ТІЇ=Ь>’z = 1,2,..„TV, (3.44) 
/=1 у=1

v* >0, і = 1,2,...,N, j = (3.45)

В якості значень двоїстих змінних т)(і), j = \,М, і i = l,N, 

обираємо значення відповідних потенціалів, які отримані на останній 

ітерації методу потенціалів

Нехай в результаті (/) кроків алгоритму І = 1,2,... отримані 

значення потенціалів ■4'w- Опишемо (/ + 1)-ий крок.

Крок (/ +1).

4. Обчислюємо значення л'/+|,(х) в вузлах сітки за формулою 

(3.42) при \|/ = \|/<Z), v = v(/), r| = r|<Z).

5. Обчислюємо значення v*z+1), i = = розв’язуючи

методом потенціалів транспортну задачу (3.43) - (3.45). В якості 

значень двоїстих змінних r|(;z+1), j = \,М, і \|/'z+1), i = \,N, обираємо 

значення потенціалів, які відповідають оптимальному розв'язку 

задачі (3.43) - (3.45).

6. Обчислюємо компоненти субградієнту у вузлах

сітки за формулою:

109



go jpUTT U.vk/.v ■ г. i = 1,N.
Q <=1 ./=1

де gTj - і-я компонента 2N-мірного вектору узагальненого градієнту 

g/ функції cf в точці т7, gj{ - і-я компонента 2#-мірного вектора 

узагальненого градієнту gj функції с77 в точці т1 при 

/ =т^,у|/ = ^/+1\ X = VM\v = v(M\ П = тфМ

7. Обираємо крок Л, > 0 r-алгоритму і знаходимо:

т7(/+1) =Рп(ііт

де Рп - оператор проектування на П, - оператор перетворення 

простору в основний простір En, що має вигляд:

де І - одинична матриця відповідної розмірності, 0Jч - відповідає 

нормованому вектору різниці двох послідовних субградієнтів у 

перетвореному просторі, тобто:

е, (cl)r(g;(.<'i,vIMI,n<M>,,‘ll)-g;(t1H,,v"-',,n,">l',l>)) „46,

за умови, що

||(B,’-,)'(gJ (тт, 4/“*», <», V»-” ) - go (г"-», у'™, v“*" ))|| г є„.

та 0,т, = 0 в інших випадках. Тут є0 - точність представлення нуля 

ЕОМ.

8. Якщо умова

||(t(Z), v(n,#Z), n(/)) - , x|/'+,), ifw))|| < s,s > 0, 
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виконується, то переходимо до п. 9, якщо ні - здійснюється перехід 

на (/ + 2) -й крок.

9. Розраховуємо значення цільового та двоїстого функціоналів. 

Кінець алгоритму.

Алгоритм описаний.

Зазначимо, що розроблені моделі та алгоритми, можуть бути 

узагальнені на випадки:

- наявності додаткового етапу (реалізації перероблюючого 

підприємства з метою доставки готової продукції до кінцевого 

споживача). При цьому виникає питання дослідження умов 

розв’язності таких задач (тобто отримання умов відповідності 

початкових даних);

- наявності обмежень у вигляді нерівностей на споживання і 

пропозицію сировини та напівфабрикату;

- коли існує лише скінчена кількість можливих місць розташування 

підприємств першого етапу.
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РОЗДІЛ 4. ЕКСПЕРЕМЕНТАЛЕНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ І АНАЛІЗ 

РЕЗУЛЬТАТІВ РОЗВ'ЯЗАННЯ МОДЕЛЬНИХ ЗАДАЧ

4Л Аналіз впливу вхідних параметрів на оптимальні 

розв'язки двоетапних задач оптимального розміщення-розбиття з 

фіксованими центрами

Алгоритми 1 і 2 програмно реалізовані в середовищі Delphi 7.0 

для випадку, коли множина, що розбивається, є квадрат 

Q = {(х,у): 0 < х < 1,0 < у < 1}.

Чисельна реалізація алгоритмів передбачає дискретизацію 

заданої області. Для обчислення кратних інтегралів в розробленій 

програмі застосовується кубатурна формула трапецій (оцінка 

похибки обчислення функціоналу задачі наведена нижче). Задача 

лінійного програмування транспортного типу розв'язується за 

допомогою методу потенціалів.

Обчислювальні експерименти були спрямовані на:

- перевірку коректності роботи алгоритмів;

- виявлення залежності значення функціоналу і часу розв'язання 

задачі ОРМДЗ від розміру сітки дискретизації області;

- з'ясування параметрів задачі, що впливають на форму границь 

між підмножинами в задачах з фіксованими центрами першого етапу;

- обґрунтування доцільності постановки і розв'язування 

неперервних задач ОРМДЗ при вирішенні практичних питань, 

пов'язаних з формуванням систем двоетапного транспортування 
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матеріальних (сировинних) ресурсів, які неперервно розподілені на 

певній території.

4.1.1 Аналіз впливу розміру сітки на значення функціоналу 

задачі і час розв'язання

Для дослідження було проведено експерименти, в яких всі дані, 

крім розміру кроку дискретизації по кожній з осей координат, були 

незмінними. Далі наведемо вихідні дані для однієї серії 

експериментів, а також результати досліджень.

Вихідні дані:

- Q = {(х,у): 0 < х < 1,0 < у < 1};

- p(x,y) = l\/(x,y)eQ; У = 4; Л7 = 2;

- = (0,97;0,1), = (0,86;0,03), = (0,87;0,84), < = (0,47;0,7);

- < =(0,33; 0,26), < =(0,73; 0,31); Ьп =(0,45;0,55);

- функції витрат: с) (х, у, ) = ^(х-т(,)2 +(у-?2і)2, і = 1, N,

(< > = ^(<-Tu)2+(T2,-T27)2 , І =lNJ = Vм-

В табл. 4.1 представлені результати обчислювальних 

експериментів з досліджень впливу розміру сітки на час розв'язання 

задачі і значення цільового функціоналу. Умовою припинення 

розрахунків було виконання одного з нерівностей:

|/, - 7a._j І < 10-6,

Ік-М^6-
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Табл. 4.1- Результати обчислювальних експериментів з 
досліджень впливу розміру сітки на час розв'язання задачі і значення 

цільового функціоналу

Номер 
експер 
именту

Крок 
дискретизації

Розмір сітки
Час роботи 

алгоритму, с
Значення 

функціоналу

1* 0,1x0,1 11x11 = 121 2,0094 -10 12 0,9933
2 0,05x0,05 21x21 = 441 4,2866-10 12 1,0324
3 0,04x0,04 26x26=676 8,3054-10 12 1,0551
4 0,025x0,025 41x41 = 1681 2,7328-КГ11 1,0834
5 0,01x0,01 101x101=10201 1,8634-ІО^10 1,1135
6 0,005x0,005 201x201 = 40401 6,6980 -10 10 1,12372

*При реалізації алгоритму розв'язання задачі з великим 

розміром сітки виявляється незначне порушення умови балансу 

(2.18), що може бути пояснене похибкою, з якою обчислюються 

потужності центрів першого етапу. В решті представлених 

експериментів умови балансу виконуються з точністю, що не 

перевищує 10'5.

Табл. 4.2 містить оптимальне розбиття множини Q, отримані у 

ході відповідних експериментів. На рис. 4.1 представлений графік 

залежності часу роботи алгоритму 2 розв'язання задачі ОРМДЗ від 

розміру сітки дискретизації, побудований за результатами 

експериментів 1-6. Побудована лінія тренду свідчить про те, що 

алгоритм 2 працює за поліноміальний час Т(и) = О(и4).
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Рис. 4.1. Графік залежності часу роботи розв'язання задачі 
ОРМДЗ від розміру сітки дискретизації і лінія тренду

Різницю в значеннях цільового функціоналу можна пояснити 

по-перше, відмінністю (хоча й незначною) в площах знайдених 

оптимальних підмножин (див. сумарну площу в табл. 4.2), а, 

відповідно, й у розмірі перевезень між пунктами першого і другого 

етапів (див. табл. 4.3 і 4.4). По-друге, як відомо, подрібнення сітки 

дискретизації не завжди покращує результат обчислення кратних 

інтегралів, що буде показано нижче.

Зазначимо, що при чисельній реалізації алгоритмів 2 і З 

обчислення першого доданку функціоналу задачі, а також 

потужностей центрів першого етапу здійснювалось за допомогою 

кубатурної формули лівих прямокутників.
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Табл. 4.2 - Оптимальне розбиття квадрату' на чотири підмножини, 

отримане при різних розмірах сітки

Експеримент 1

Експеримент 4

Експеримент З

Експеримент 6

Табл. 4.3 - Площі підмножин, що складають оптимальне розбиття, 

знайдені у ході експериментів 1 - 6

Підмножина Експеримент
1 №2 №3 №4 №5 №6

Qj 0,05 0,11 0,1136 0,1143 0,1204 0,1218
q2 0,07 0,2425 0,2495 0,26 0,268 0,2708
Q, 0,02 0,035 0,032 0,0368 0,0392 0,0403
о4 0,67 0,515 0,5263 0,5393 0,5523 0,5568
Сумарна 
площа 0,81 0,9025 0,9214 0,9504 0,9799 0,9897
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Табл. 4.4 - Обсяги перевезень між пунктами першого і другого 

етапів, що знайдені у ході експериментів 1-6

Обсяги 
перевезень

Експеримент
№ 1 №2 №3 №4 №5 №6

V11 0,05 0,1175 0,1136 0,1143 0,1204 0,1218
V12 0 0 0 0 0 0
V21 0,07 0,2425 0,2496 0,26 0,2681 0,2709
v22 0 0 0 0 0 0
V31 0 0 0 0 0 0
V32 0,02 0,035 0,032 0,0368 0,0392 0,0404
V41 0,3345 0,0045 0,0913 0,0801 0,066 0,0618
V42 0,3354 0,51045 0,435 0,4592 0,4864 0,4951

4.1.2 Аналіз впливу кількості центрів першого етапу на 

значення функціоналу задачі і час розв'язання

Результати обчислювальних експериментів з розв'язання задачі 

ОРМДЗ з фіксованими центрами за допомогою розробленого 

алгоритму 2 свідчать про те, що збільшення кількості центрів 

першого етапу при незмінній решті вихідних даних несуттєво 

впливають на час роботи алгоритму. Зміни виявляються лише в 

подрібненні розбиття множини (відповідно до заданої кількості 

центрів першого етапу), і в розмірах перевезень між центрами обох 

етапів. На рис. 4.2 представлені графіки залежності значення 

функціоналу’ задачі від кількості центрів першого етапу’, побудовані 

за результатами розв'язування задачі ОРМДЗ з такими вихідними 

параметрами:

- Q = {(x,y):0<x<l,0<y <1}; розмір сітки дискретизації: 

101x101 = 10201;
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- р(х. у) = 1 V(x, у) є Q; м = 5;

- Tj, т(, х'... - представлені на рисунках, які містять оптимальне

розбиття (див. табл. 4.5, 4.6);

- if = (0,55;0,59), т? = (0,39;0,29); Ьп = (0,5;0,5) при М = 2;

- < = (0,01;0,61), < = (0,03;0,18); < = (0,52;0,02); < = (0,17;0,7б);

< = (0,81;0,33); Ьп = (0,182;0,182;0,182;0,182;0,272) при М = 5;

- функції витрат - як і в попередніх дослідженнях.

Залежность оптимальних значень 
функціоналу задачі ОРМДЗ від кількості центрів

Рис. 4.2. Графік залежності оптимальних значень 
функціоналу задачі ОРМДЗ від кількості центрів

Значення цільового функціоналу при збільшенні кількості 

центрів першого етапу від 2 до 25 наведені в табл. 4.5. Таблиці 4.6, 

4.7 містять оптимальні розбиття множини й додаткові зв'язки, 

отримані при М = 2 і М = 5 відповідно. Центри першого етапу тут і 
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надалі зазначені чорним колом, а центри другого етапу - червоним 

колом. Розташування кожного додаткового центру з кожним 

наступним експериментом зазначено на рисунках червоним 

квадратом.

Табл. 4.5 - Значення цільового функціоналу в експериментах 7-30

Кількість 
центрів 
першого 

етапу

№ 
експерименту

Значення 
функціоналу 

приЛ/=2

№ 
експерименту

Значення 
функціонал)' 

при М=5
2 7 1,32 31 1,27
3 8 1,154 32 1,246
4 9 1,275 33 1,119
5 10 1,138 34 1,072
6 11 0,983 35 1,029
7 12 0,95 36 0,763
8 13 0,8209 37 0,966
9 14 0,94 38 0,9701
10 15 0,9541 39 0,9469
11 16 0,978 40 0,9412
12 17 0,863 41 0,9952
13 18 0,867 42 0,9479
14 19 0,877 43 1,034
15 20 0,875 44 1,094
16 21 0,89 45 1,2804
17 22 0,94 46 0,9286
18 23 0,91 47 1,159
19 24 0,832 48 1,022
20 25 0,834 49 0,9779
21 26 0,833 50 0,9879
22 27 0,8861 51 0,977
23 28 0,9652 52 0,9744
24 29 0,8801 53 1,1303
25 зо 0,8706 54 1,061
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Табл. 4.6 - Оптимальне розбиття квадрату на 2V підмножин,
отриманих в експериментах 7-30

Л.

Експеримент 7 Експеримент 8 Експеримент 9 Експеримент 10

'І
\

Експеримент 11 Эксперимент 12 Эксперимс;нт 13 Эксперимент Е

< 1
Эксперимент 15 ІКСПеримент 16

4, 

\ А

,-У 
f

їкспери

і /

мент 17 Эксперимент 18

нт 1$ Эксперимент 20 мент 19

“^7----- 7“

иент 2Сїкспериме Експері Зкспериї

—v

/ L

ж
/ ./

■^r-/Z7

к Т
^//«tv// /
С/ / А- 
/ X/ /

1 )

Експеримент 23 Експеримент 2Z Експеримент 25 Эксперимент 26\ /

\L.

'А *

\Д \Г/

/ 7^^

Експеримент 27 Експеримент 28 Експеримент 29 Експеримент ЗО
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Табл. 4.7 - Оптимальне розбиття квадрату на X підмножин,
отриманих в експериментах 31-54

/ M
 > X

Уі/
Експеримент 31 Експеримент 32 Експеримент 33 Експеримент 34\ X /

\ уСА

у о
Експеримент 35 Експеримент 36 І експеримент 37 Експеримент 38

яа \ у \/у_
'---

Експеримент 39 Експеримент 40 Експеримент 41 Експеримент 42

ля
С

. 
'Л

 Я
 Ж

 
а 

-\ш

■
Експеримент 43 Експеримент 44 1 експеримент 45 Експеримент 46

"Аж
Експеримент 47 Експеримент 48 1 експеримент 49 Експеримент 50

XEk
Aw

хх\;х- V;x

и< 
•

у \у
■ - у ху ІЛ/

л ‘, ,Х.‘гу /Т
у 

АА

Експеримент 5 ] Експеримент 52 1 експеримент 53 Експеримент 54
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Наведені дані, а також результати ряду подібних 

обчислювальних експериментів свідчать про те, що спочатку з 

появою кожного додаткового центру першого етапу значення 

функціоналу поступово зменшується. Це, очевидно, має місце за 

рахунок того, що вартість доставки зібраного з ділянок ресурсу до 

відповідних центрів зменшується, хоча й може зростати вартість 

перевезень продукту від підприємств першого етапу до підприємств 

другого етапу. Так, наприклад, було виявлено, що при М = 2, 

оптимальна (за значенням функціоналу задачі) кількість центрів 

першого етапу набуває значення з проміжку [4,8]; при М = 5 такий 

проміжок [6,9].

Також можна помітити на рис. 4.5. що згодом зростання 

кількості зон, на яких збирається ресурс, а відповідно, й підвищення 

вартості перевезення продукту від центрів першого до центрів 

другого етапу, компенсується кількістю самого продукту, що має 

бути перевезений. Неоднозначний характер зміни функціоналу при 

цьому пояснюється вибором місця розташування чергового центру. 

Але ж, оскільки загальна кількість ресурсу, розподіленого на заданій 

множині, не змінюється, то все менша й менша кількість продукту 

має бути зібрана кожним центром першого етапу і доставлена до 

центрів другого етапу. Тому не має сенсу при формулюванні задачі 

ОРМДЗ з розташуванням центрів першого етапу вимагати 

розміщення великої кількості останніх.

З іншого боку, при розв'язанні задач ОРМДЗ з достатньо 

великим значенням N, може виявитися така ситуація, що деякі з 

центрів набуватимуть статус фіктивних, тобто цим центрам не буде 
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ставитися у відповідність ніякої зони, які вони можуть 

обслуговувати. Саме так відбувається в експериментах № 19 - ЗО, 40 

- 54 (див. табл. 4.5, 4.6).

Отже, за допомогою розробленого математичного і 

алгоритмічного апарату’ для задачі ОРМДЗ вдається не тільки 

отримати оптимальне розбиття множини і оптимальні зв’язки між 

центрами першого і другого етапів, а й відповісти на питання: якою 

має бути мінімальна кількість центрів першого етапу, щоб вони з 

мінімальними сумарними затратами на доставку ресурсу і продукту 

могли обслуговувати і свої зони впливу, і споживачів, при фіксованій 

кількості центрів другого етапу.

4.1.3. Аналіз впливу кількості центрів другого етапу на 

значення функціоналу, оптимальне розбиття і час розв'язання 

задачі

Результати розв'язання за допомогою розробленого алгоритму 

2 модельних задач ОРМДЗ з фіксованими центрами при змінній 

кількості центрів другого етапу свідчать про те, що збільшення 

останніх при незмінній решті вихідних даних не впливає суттєво на 

час роботи алгоритму. Цікавими виявляються лише границі між 

підмножинами в оптимальному розбитті заданої множини, а також 

розподіл продукту між центрами першого та другого етапів. 

Наведемо тут оптимальні розв'язки задач ОРМДЗ, отриманих у ході 

обчислювальних експериментів.

Експеримент 55. Початкові дані:
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- Q = {(x, у): 0 < x < 1,0 < у < 1 j; розмір сітки дискретизації: 

101x101 = 10201;

- p(x, у) = 1 V(x, у) є Q; N = 2 і М = 6;

- т( = (0,89;0,12), т'= (0,43; 0,23);

- < =(0,55;0,19), < = (0,44; 0,31), < = (0,68;0,68),

< =(0,48;0,46), < =(0,03; 0,25), < = (0,27; 0,72);

- Ьп =(0,15;0,15;0,15;0,15;0,15;0.25);

- функції витрат - як і в попередніх дослідженнях.

Оптимальне розбиття множини й представлене на рис.4.3. 

Обсяги перевезень та потужності підприємств першого етапу 

представлені в таблиці 4.8. Значення цільового функціоналу 1,2218.

Рис. 4.3. Оптимальне розбиття 
множини О і схема перевезень в 

експерименті 55

Табл. 4.8 - Обсяги перевезень між центрами першого та другого 

етапу в задачі ОРМДЗ (експеримент 55)

т7/ Ч Т11 Ь1
А 0 0 0 0,1515 0 0,123 0,2745

А 0,1515 0,1515 0,1515 0 0,1515 0.1194 0,7254
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Експеримент 56. Початкові дані:

- Q = {(x,y):0<x<l,0< у<1}; розмір сітки дискретизації: 

101x101 = 10201;

- p(x,^) = lV(x,v)eQ; N = 2 ІМ = 12;

- центри першого етапу: а) т7 = (0,89;0,12), т7 = (0,43;0,23); б) 

< = (0,36;0,59), т7 =(0,7; 0,57);

- координати центрів т77, j = 1,12 відповідають зображеним на 

рис. 4.4 а) та б) відповідно; Ь1. = 0.076, j = 1,11, b^2 = 0.166;

- функції витрат - як і в попередніх дослідженнях.

Оптимальні розв’язки задачі ОРМДЗ у випадках а) та б) 

отримані вже на другій ітерації. Схема додаткових зв’язків між 

центрами першого та другого етапів, а також саме розбиття множини 

представлені на рис. 4.4. Там же наведені оптимальні значення 

функціоналу і двоїстих змінних Vi,V2- які впливають на форму 

границь між підмножинами. Обсяги перевезень та потужності 

підприємств першого етапу представлені в таблицях 4.9 та 4.10 

відповідно.

Вплив значень двоїстих змінних на форму границь добре 

простежується на рис. 4.4. На рисунку 4.4 а) границя між 

підмножинами Ц.О, вигинається в напрямку від до ~2. а на рис. 

4.4 б) в протилежному напрямку. Відповідно, значення змінної 

менше та більше за нуль.
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Vi =-0,265; ц/2 = 0,0
б) 1= 1,246;

\|/j = 0,236; \|/2 = 0,0
Рис. 4.4. Оптимальне розбиття множини О і схема перевезень в 

експерименті 56

Табл. 4.9 - Обсяги перевезень між центрами першого та другого 
етапів в задачі ОРМДЗ (експеримент 56, а)

ь'
0,076 0 0 0,076 0 0 0 0,076 0 0,076 0,075 0,167 0,544

0 0,076 0,076 0 0,076 0,076 0,076 0 0,076 0 0,001 0 0,455

Табл. 4.10 - Обсяги перевезень між центрами першого та другого етапів в 
задачі ОРМДЗ (експеримент 56, б)

Tf Ь’
0 0,076 0,076 0 0 0 0 0 0,076 0,028 0 0 0,235

Т2 0,076 0 0 0,076 0,076 0,076 0,076 0,012 0 0,047 0,076 0,167 0,745

Результати інших обчислювальних експериментів з розв'язання 

задачі ОРМДЗ з фіксованими центрами з достатньо великою 

кількістю центрів другого етапу наведемо без детального опису в 
таблиці 4.11.
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Табл. 4.11 - Оптимальні розв'язки, отримані в результаті 
обчислювальних експериментів 57-67)

№ експерименту 

Вихідні данні

Розбиття Значення 

функціоналу

Кількість 

пасивних 

центрів І етапу

1 2 3 4

№57

У = 4..\/ = 13:

Ь1' = 0.07, у=ЇД2 

b“ = 0.06

0,911 0

№58

\-=5.А/ = 13:

Ь1' = 0.07, у=ЇД2 

b“ = 0.06

1,185 0

№59

N = 5, М = 15;

Ь1̂ = 0.06,/ = ЇД4

Z?" =0.16

1,1917 1

№60

У = 6. 3/ = 13:

Ь“ = 0.07, у=ЇД2 

b“ = 0.06

1

___ _£1

0,9123 3

127



Продовження таблиці 4.11

1 2 3 4

№61

# = 8, М = 10;

Ь“ = 0.084, j = L9

Z?" = 0.244
\ /

0,901 0

W
 tq 

tq
 

Ю
*

11
 

О
4*

II 
II 

11
 ьэ

о о 
Р°

 
о о j-J

 

II

Л,
 

ЬІ

І- 0,9574 2

№63

\-=9..\/ = І5:

Ь1̂ = 0.06,/ = ЇД4

Z?" =0.16

/ ' /
AxpY Jp

Г/~^<ЛЛ і

0,9985 3

№64

У = І4. А/ =6:

Ь" =0.15, у = U 

b“ = 0.25

1,0436 0
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Продовження таблиці 4.11

1 2 3 4
№65

^ = 18, Л/=6;

h‘j = 0.15, у =ЇД

6іо=О.25

0,9456 2

№бб

ЛГ = 25,М = 15;

ь" = 0.06, у=ЇД4

*іо=О.16

1,0219 9

№67

ЛГ = 30,Л/ = 15;

Ь1' = 0.06,у = ІД4

*іо=О.16

'C ? '
1,056 12

Наявність значної кількості пасивних центрів першого етапу в 

оптимальних розв'язках задач ОРМДЗ з великою кількістю N 

свідчить про те що, не варто збільшувати кількість центрів першого 

етапу навіть при достатньо великій кількості підприємств другого 

етапу. На структуру розбиття і форми границь між підмножинами 

суттєво впливають координати розміщення центрів першого і 

другого етапів, а також обсяги потреб підприємств другого етапу.
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Тобто при чисельній реалізації алгоритму 

градієнта для розв'язання задачі (3.20)

Результати обчислювальних експериментів з розв'язання інших 

модельних двоетапних задач оптимального розподілення неперервно 

розповсюдженого ресурсу, що проводилися з метою дослідження 

форми границь між зонами впливу центрів першого етапу, а також їх 

аналіз, наведено в додатку Б.

4.2 Експериментальне дослідження роботи алгоритму 

розв'язання двоетапних задач оптимального розбиття множин з 

розміщенням центрів при наявності додаткових зв’язків

4.2.1 Аналіз результатів обчислювальних експериментів з 

розв'язання задачі ОРМДЗ з розташуванням центрів першого 

етапу

Наведемо декілька прикладів розв'язання задачі оптимального 

розбиття множини з додатковими зв’язками і з розташуванням 

центрів першого етапу, які свідчать про коректність роботи 

алгоритму 2. Зазначимо, що врахування обмежень на координати 

центрів, що розміщуються, здійснювалося за допомогою функції 

зовнішнього штрафу вигляду:

/=ЇЛ

2 замість методу проекції 

було застосовано метод

штрафних функцій.

Задача 1 (експеримент 68). Вихідні дані:

- Q={(x,y):0<x<l,0<y<l};

Т І *.*
Ит) = 15 ![1015,т( g Q,
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- p(x.y) = 1 V(x,y) є Q; TV = 2; Л7 = 2;

- < =(0,25; 0,5);, b” =(0,5; 0,5);

- функції витрат: c’t = ^(x - т(;. )2 + (у - t2; )2; z = 1,7V,

cy У/) = 1 = 1 ’N ’ j = ’

В якості початкового наближення центрів першого етапу були 

обрані наступні точки: т, =(0,1; 0,3), ті = (0,8; 0,6).

На 58-й ітерації г- алгоритму отримані наступні значення 

вихідних параметрів:

- координати центрів першого етапу if = (0,2632; 0,4975), 

т2* = (0,7517;0,5015);

- оптимальні об'єми перевезень між центрами першого та другого 

етапів; v* =0,5; v*2 =0,0168; v22 =0,4832;

- Значення цільового функціоналу -1= 0,3039.

Оптимальне розбиття і розміщення центрів наведено на рис. 4.5.

Рис. 4.5. Оптимальне розбиття множини в задачі 1
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Отже, при розв’язанні двоетапної задачі 1 ОРМДЗ, в якій 

центри другого етапу збігаються з (0,25;0.5) та (0,75;0,5), центри 

першого етапу були розміщені майже в цих самих точках. 

Оптимальне розбиття одиничного квадрату отримано у вигляді 

діаграми Діріхле-Вороного для цих точок. У такому випадку другий 

доданок цільового функціоналу дорівнює майже нулю, а перший 

доданок співпадає оптимумом задачі оптимального розбиття 

одиничного квадрату на дві підмножини з розташуванням центрів.

Зазначимо, що задача ОРМ одиничного квадрату з Ег на N 

підмножин з відшуканням координат центрів підмножин у випадку, 

коли р(х.у) = 1 \/(х,у) є Q. а функція с/((х,у),) - евклідова 

відстань, детально досліджувалась в [60]. Тут доведено, що при N=2 

названі вище точки поряд з парою (0,5;0,25) та (0,5;0,75) і відповідні 

діаграми Діріхле-Вороного складають глобальні оптимальні 

розв'язки задачі ОРМ одиничного квадрату з розміщенням центрів 

підмножин. Значення цільового функціоналу при цьому дорівнює 

0,2966.

Як можна помітити значення цільового функціоналу 

отриманого в результаті розв'язку задачі 1 відрізняється від 

глобального мінімуму критерію якості розбиття задачі ОРМ на 

величину 5=0,3039-0,2966=0,0073. Отже, можна зробити висновок 

про глобальність (з певною точністю) знайденого оптимального 

розв'язку задачі ОРМДЗ і коректність роботи алгоритму 2.

Слід зауважити, що обчислювальна ефективність алгоритмів 2 і 

З, складовою частиною яких є г- алгоритм Шора, в першу чергу 

залежить від коефіцієнту розтягнення простору а і параметрів 
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адаптивного регулювання кроку qx,q2,nh з г(а)-алгоритму. Згідно 

[73], параметри необхідно обирати таким чином, щоб адаптивний 

спосіб регулювання крокового множника дозволяв би збільшувати 

точність пошуку мінімуму функції за напрямом узагальненого 

градієнту у процесі обчислень і при цьому не робив би великої 

кількості кроків за вказаним напрямком. При реалізації алгоритму 2 

розв'язання задачі ОРМДЗ з розташуванням центрів першого етапу 

були задані наступні значення вищеназваних параметрів r(a)- 

алгоритму: ос = 2 = 3. /?0=1, ^=1, q2=\A^\.2, nh = 2 = 3, де qx 

коефіцієнт зменшення крою7, якщо умова спуск)7 за напрямом 

виконується за один крок, q. - коефіцієнт збільшення кроку7, при 

цьому натуральне число nh (nh > 1) задає кількість кроків 

одновимірного спуску7, після яких крок буде збільшений у с/2 разів.

Наведемо інші приклади розв'язання задачі ОРМДЗ з 

розміщенням центрів першого етапу.

Задача 2 (експерименти 69-71). Вихідні дані:

- Q = {(x,y):0<x<l,0<y<l};

- р(х,у) = 1 V(x,y)eQ; TV = 2; М = 2;

- xf =(0,19; 0,6), xf = (0,21; 0,26); b11 = (0,5; 0,5);

- функції витрат: c‘ ((x,у), т-) = (x -)" + (у - х2;)2, і = 1,N.

— центри другого етапу і їх потужності:

а) xf =(0,19; 0,6), х" = (0,21;0,26); Ь11 = (0,5;0,5);

б) < =(0,38; 0,73), xf =(0,23; 0,3); bn = (0,5; 0,5);
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в) =(0,48;0,41), т" = (0,28;0,89); Ь" = (0,21;0,79).

На рис. 4.6 наведені оптимальні розміщення двох центрів 

першого етапу і відповідні оптимальні розбиття множини Q, які 

отримані на 39 і 33 ітераціях г(о.)- алгоритму відповідно для задач а) 

і б). При цьому були задані наступні параметри алгоритму: розмір 

сітки дискретизації: 101x101 = 10201; початкові координати 

і, = (0,1;0,0). = (0,7;0,9); точність виконання критерію закінчення

ітераційного процесу, який включає пошук оптимального розбиття 

на кожній ітерації /'(а)- алгоритму, Sj =0.001; точність виконання 

критерію виходу із самого г(а)- алгоритму є = 1 () б.

Рис. 4.6. Оптимальне розбиття множини в задачі 2

- оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. 4.12);

- потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно:

а) Ь‘ =0,654; Ь[ =0,336;

б) Ь[ =0,2915; Ь2 =0.7085;

в) Ь‘ =0,7366; Ь[ =0.2433;
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Табл. 4.12 - Обсяги перевезень між пунктами першого і другого 

етапів, що знайдені у ході експериментів 1, а, б, в

Обсяги 
перевезень

Експеримент
№ l,a № 1,6 № 1,в

Е1 0,5 0,2915 0,21
V12 0,144 0 0,526
V21 0 0,2085 0
V22 0,335 0,5 0,243

- мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за 

формулою (3.12): а)/=0,399; б)/=0,436; в)/=0,647.

Задача 3 (експеримент 72). Вихідні дані:

- Q = {(x,j):0<x<1,0<j<1};

- р(х,у) = 1 V(x,y)eQ; Дї = 3;Л/ = 4;

- < =(0,67; 0,31), xf =(0,15; 0,43). if = (0,06; 0,67), < = (0,83; 0,37); 

b11 =(0,2; 0,22; 0,2; 0,3 8);

- функції витрат такі самі, як в задачі 2;

- початкові наближення центрів першого етапу: t,"" = (0,18;0,75), 

т2(0) =(0,91; 0,08), т73(0) =(0,62; 0,03);

- початкове розбиття і розташування центрів на множині Q, наведені 

нарис. 4.7 (а).

Оптимальний розв’язок знайдено на 48-й ітерації. На рис. 4.7 (б) 

наведено оптимальні розміщення центрів першого етапу і відповідні 

оптимальні розбиття множини Q.
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а) б)

Рис. 4.7. Початкове і оптимальне розбиття множини в задачі З

- оптимальні обсяги перевезень: vn =0,0903, v12 =0,22,v24 =0,3187 , 

v31 =0,1097, v33=0,2, v34 = 0,0613;

- потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

Ь' =0,3103; Ь3 =0,3187; Ь]3 =0,37;

- мінімальне значення цільового функціоналу (формула (3.12)): 

7= 0,8373.

Інші приклади розбиття одиничного квадрату на N підмножин, 

пов’язаних з центрами першого етапу, у кожного з яких в свою чергу 

можливі два додаткових зв’язки з центрами другого етапу, наведені в 

додатку Г.

Особливістю задачі в експерименті 73 є розташування центрів 

другого етапу у точках (0,25; 0,5) та (0,75; 0,5) що мають однакову 

потужність 0,5, як і в задачі 1. В оптимальному розв’язку по два 

центри першого етапу розміщенні симетрично відносно відповідних 

центрів другого етапу, на відмінно від оптимального розв'язку задачі 

ОРМ з розміщенням центрів підмножин [60] (див. рис.4.8), центри, 

що розташовуються, зміщені в напрямку найближчого центру 

другого етапу.
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Рис. 4.8. Оптимальне розташування центрів і відповідне розбиття

Результати решти експериментів, наведених в додатку В, 

свідчать про те, що в оптимальних розв'язках задач ОРМДЗ з 

розміщенням центрів першого етапу, останні, як правило, 

розмішуються групами поблизу центрів другого етапу. При цьому, 

частіше за все, центри другого етапу виявляються центрами тяжіння 

багатокутника, який є опуклою оболонкою точок, що відповідають 

найближчим центрам першого етапу. Іноді, одному з центрів другого 

етапу відповідають 2-3 центри першого етапу, розбиття множини, 

навколо іншого центру другого етапу при цьому подрібнюється.

Оптимальні компоненти вектору ДВОЇСТИХ ЗМІННИХ = в усіх 

наведених експериментах дорівнюють нулю, в наслідок чого 

оптимальним розбиттям в задачах ОРМДЗ з розміщенням центрів 

виявляється класична діаграма Діріхле-Вороного, побудована для 

розташованих точок. Границі між підмножинами в оптимальному 

розбитті є прямими лініями, на відміну від оптимального розбиття в 

задачах ОРМДЗ з фіксованими центрами підмножин, де границі між 

підмножинами - гіперболи.

В таблиці 4.13 наведені результати експериментів, в яких 

кількість центрів другого етапу змінюється від 3 до 9. В 
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оптимальном)7 розбитті, так самого як і в попередньому випадку, 

можна відстежити діаграми Діріхле-Вороного, точками-генераторами 

яких є розташовані центри. Останні, як правило, розташовуються 

групами в околі центрів другого етапу. Центри другого етапу, в свою 

чергу виступають при цьому центрами тяжіння многокутника, 

описаного навколо розташованих поблизу центрів.

В усіх наведених експериментах, виконується з точністю до 

0.01 обмеження рівності. Така похибка обумовлена використанням 

кубатурної формули лівих прямокутників для обчислення 

потужностей центрів першого етапу.

4.2.2 Експериментальне підтвердження доцільності 

моделювання двоетапних задач розміщення - розподілу з 

неперервно-розповсюдженим ресурсом у вигляді неперервних 

задач ОРМДЗ

Наведемо приклад, який показує наскільки важливо для 

отримання синергетичного ефекту формулювати задачу оптимізації 

двоетапних транспортно-виробничих процесів з неперервно- 

розподіленим ресурсом у вигляді задач ОРМДЗ. Уявімо ситуацію, 

коли на тому ж одиничному квадраті рівномірно розподілений 

ресурс. Необхідно розбити квадрат на 10 зон, розмістити відповідні 

центри першого етапу і визначити їх можливі зв'язки з двома 

центрами другого етапу (причому ь1- = о.5, .7 = 1,2) так, щоб мінімізувати 

сумарні витрати на доставку ресурсу до центрів першого етапу і
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Табл. 4.13 - Оптимальні розв'язки, отримані в результаті 

обчислювальних експериментів 83-86

№ експерименту 

Вихідні данні

Оптимальне розбиття Оптимальне значення 

функціоналу

№83

N = 2,M=3;

b11 =(0.25; 0.27; 0.48)
Г

1=0,7227

№84

# = 2,Л/=5;

^=0,18^=0.17;

=0.19;

bf =0,18; bf =0.27

1=0,835

№85
# = 4, M =9;
b* =0.1; b^ =0.12;

= O,l;Z>f =0.12; 
bi' = 0.09; if =0.1; 
b” =0.1; b» = 0.11; 
b" =0.153

V 

__£_

J
1=0.93453

№86

# = 12, M=3;

b11 = (0.31;0.32;0.37)

\ / 
/ і

\. 
/ / 1 

Ж
Д

 J 
\

/

1=0,6517
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витрати на подальше транспортування ресурсу до центрів другого 

етапу. Розташування центрів другого етапу див. на рис. 4.9 (а). На 

цьому рисунку представлено також оптимальне розташування 

центрів першого етапу, відповідні їм зони обслуговування, а також 

вказані додаткові зв'язки між підприємствами першого і другого 

етапів. Досягнуте при цьому таке значення цільового функціоналу: 

І = 0,33069. Якщо ж вирішувати послідовно - спочатку задачу ОРМ 

з розміщенням центрів підмножин з критерієм, що дорівнює 

першому доданку в функціоналі (2.1), а потім, при отриманих 

координатах центрів першого етапу, звичайну задачу транспортного 

типу (критерій якості - другий доданок в (2.1)), то можна отримати 

оптимальне розміщення центрів першого етапу і відповідні їм зони, 

представлені нарис. 4.9 (б).

Рис 4.9. Оптимальне розбиття множини о і розміщення 

центрів в задачі:

а - ОРМ з додатковими зв'язками;

б - ОРМ з розташуванням центрів підмножин
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Значення цільових функціоналів вказаних двох задач: 

/j =0,1222 и /2 = 0,300964, що при додаванні дорівнює 

/j+/2 = 0,423164. І, отже, виграш в значенні функціоналу при 

моделюванні двоетапного транспортно-виробничого процесу у 

вигляді неперервної задачі ОРМДЗ очевидний.

4.3 Експериментальне дослідження обчислювальної 

складності алгоритму розв'язання задачі ОРМДЗ за рахунок 

дискретизації множини

Неперервність моделей розглянутих в роботі задач 

визначається, по-перше, неперервно-розподіленим на заданій 

множині ресурсом; по-друге, можливістю розташування центрів 

першого етапу виробництва в будь-якій точці заданої континуальної 

множини.

Розглянемо дискретний варіант задачі ОРМДЗ, в якій ресурс 

розподілений на множині Q в ізольованих точках ®, |®| = АГ, ® є Q. 

Крім того, будемо вважати, що існує лише скінчена множина точок, в 

яких можна розмістити центри першого етапл7. Позначимо множину 

цих точок через W. З кожним постачальником ресурсу будемо 

пов’язувати індекс к,к = \,К, з центром першого етапу - індекс 

/,/ = !,/. з центром другого етап)' - індекс = Для 

математичного формулювання задачі введемо ще такі позначення:

N - кількість центрів першого етап)', які мають бути розміщені;
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cki - витрати на транспортування ресурсу від постачальника к до 

до пункту т.;

cit - витрати на транспортування продукції від пункту т7 до т77;

Ь. - попит в пункті споживання т'';

рА - кількість ресурсу в точці к;

[ 1, якщо в пункті і розміщується підприємство 1-го етапу,
X,- = (

( 0. в іншому випадку.

у;?. - кількість продукту, перевезеного від пункту Т- до т77;

ykt - кількість ресурсу, перевезеного від постачальника к до 

пункту т7.

Тоді математична модель матиме наступний вигляд:

VV (4Л)XXСкіУкі + X XС>1VU П1Л1
к=11=1 /=1 ./=1

при обмеженнях

Xх’=N- (4.2)
г=1

К А/ ____

ХРЛ =Xvr Vz’ = 1-7 (4.3)
і=1 ./=1

Q<viJ<bjxtyi = lJ,j = l,M, (4.4)

Q<yki<pkxi,\/i = l,I,k = l,K (4.5)

ХП=bj,j = KM. (4.6)
!=1

Тут обмеження (4.3) є аналогом умови (2.17), (4.4) - означає, що 

перевозка може бути ненульовою лише у випадку, коли відповідна 
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змінна X, =1, тобто в і-й точці розташований центр першого етапу, а 

обмеження (4.5) відповідає тому, що к-й постачальник сировини 

може направити ресурс в т' лише у випадку, якщо в і-й точці 

розташований центр першого етапу.

Задача (4.1) - (4.6) є задачею частково-цілочисельного 

програмування. Для її розв’язання може бути застосований, 

наприклад, метод гілок та меж, метод відсікань або відомі евристичні 

алгоритми. На практиці такі задачі, зазвичай, розв’язуються з 

використанням промислових пакетів оптимізації IBM ILOG CPLEX, 

GUROBI Optimizer, MOSEK та ін.

Порівнювати результати розв’язання задачі ОРМДЗ у 

дискретній та неперервній постановках має сенс лише тоді, коли 

кількість постачальників ресурсу і місць розташування центрів 

першого етапу достатньо велика.

Оцінимо розмірність сформульованої задачі (4.1) - (4.6). 

кількість невідомих змінних в цій задачі дорівнює І(М +К + 1), 

кількість обмежень визначається виразом

1 + 1 +1 -М +/-К+М = (1+М)-(/ + ІК.

У випадку, коли кількість постачальників ресурсу велика, 

наприклад порядку кількості точок дискретизації множини Q в 

представлених вище алгоритмах, тобто К~10000. а І~50, М~20, 

кількість змінних і обмежень в сформульованій задачі зростає до 

501050 та 501470 відповідно. Для таких наборів даних, отримання 

точного розв’язку за допомогою навіть таких потужних 

розв’язувачів, як IBM ILOG CPLEX або LpSolve, ускладнюється 

через можливість вичерпання віртуальної пам'яті.
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На рис. 4.10 представлені результати розв'язання за допомогою 

пакету прикладних програм Matlab 6.0 задачі ОРМДЗ, в якій ресурс 

неперервно розподілений на заданій множині [0;1]х[0;1], а кількість 

місць можливого розміщення N = 15 центрів першого етап}’ - 

К = 50. Задача розв’язувалась за допомогою генетичного алгоритму, 

з використанням алгоритму 2 розв’язання задачі ОРМДЗ з 

фіксованими центрами. При цьому були задані такі параметри 

генетичного алгоритму: кількість поколінь - 50, розмір популяції - 

100 особин, ймовірність мутації - 0,4. Значення цільового 

функціоналу за перерахованих параметрів 7 = 1.1004. На 

рисунку 4.10 (а) потенційні центри позначені зірочками, оптимальні з 

них обведені квадратами, центри другого етапу позначені квадратами 

з вписаними колами. Фактичні зв’язки між центрами першого та 

другого етапів відображені відрізками, що поєднують відповідні 

центри. На рисунку 4.10 (б) представлені границі між підмножинами 

в оптимальному розбитті заданої множини. Як і при розв’язанні 

неперервної задачі ОРМДЗ з фіксованими центрами першого етапу, 

границі між підмножинами виявились гіперболами.

При розв'язанні неперервної задачі ОРМДЗ з розташуванням 

= 15 центрів першого етап}7 за допомогою алгоритму 3 було 

отримано оптимальне розбиття, наведене на рис. 4.11. За рахунок 

того, що шлкані центри обиралися з будь-яких точок заданої 

континуальної множини, знайдений розв'язок з оптимальним 

значенням цільового функціоналу 7 = 0.5727. що значно менший за 

наведений вище.
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Рис. 4.10. Результати розв'язання задачі ОРМДЗ з розташуванням 

центрів на дискретній множині точок

Рис. 4.11. Результати розв'язання задачі ОРМДЗ з 

розташуванням центрів на всій множині

Отже, формулювання задачі ОРМДЗ в неперервній постановці 

доцільно у випадку, коли постачальників ресурсу на заданій множині 

велика кількість. Така постановка надає змогу за допомогою методів 

функціонального аналізу та нескінченновимірної оптимізації 
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отримати для частини невідомих розв’язок задачі в аналітичному 

вигляді і, тим самим, зменшити розмірність задачі.

Зазначимо також, що у випадку невеликої кількості 

постачальників ресурсу порівнювати результати розв'язання задач 

(4.1) - (4.6) і (3.1) - (3.4). немає сенсу. А якщо в задачі ОРМДЗ 

залишити неперервно-розподілений ресурс, то, вочевидь, оптимальне 

значення функціонал)7 задачі (3.1) - (3.4) виявиться меншим за 

найменше значення функції (4.1) за рахунок розширення множини 

допустимих значень невідомих змінних.

Результати наведених і багатьох інших обчислювальних 

експериментів дозволяють зробити наступні висновки про 

оптимальні розв'язки задач ОРМДЗ з фіксованими центрами першого 

етапу і з їх розташуванням.

І.Якщо в задачі ОРМДЗ центри першого етапу є фіксованими, 

то оптимальними границями між підмножинами. що визначають 

оптимальне розбиття заданої множини, виявляються гіперболи. Цей 

факт повністю узгоджений з аналітичним виглядом границь між 

підмножинами. що складають оптимального розбиття, отриманими у 

розділі 2 (наслідок 1 з теореми 2.6) і відповідає наведеним в [60] 

теоретичним обґрунтуванням форм границь між підмножинами. що 

складають оптимальні розбиття в задачах ОРМ з обмеженнями у 

формі рівностей і нерівностей.

2. При розв'язанні задач ОРМДЗ із розташуванням центрів 

першого етап)7 оптимальне розбиття, як правило, виявляється 

діаграмою Діріхле-Вороного.
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З.Якщо в задачах ОРМДЗ з фіксованими центрами кількість 

центрів другого етапу є значно меншим за число центрів першого 

етапу, то зони впливу деяких із останніх можуть виявитися 

порожніми. Отже, при розв'язуванні задач ОРМДЗ можна отримати 

відповідь на питання про раціональну’ кількість центрів першого 

етапу, яких буде достатньо для того, щоб зібрати неперервно 

розподілений ресурс з відповідних ділянок і з мінімальними 

витратами перевезти перероблений продукт до центрів другого 

етапу.

Запропонований алгоритм узагальнено на випадок розв’язання 

нескінченновимірної задачі розміщення на заданій території 

двоетапного виробництва, що збирає однорідну сировину, 

розподілену на цій території, з обмеженнями на потужності 

підприємства першого та другого етапів.

Отже, результати обчислювальних експериментів свідчать про 

коректність роботи алгоритмів. Достовірність отриманих результатів 

підтверджується їх відповідністю логічно аргументованим 

очікуванням, а також їх узгодженістю з теоретичними висновками.
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РОЗДІЛ 5. ПРАКТИЧНЕ ЗАСТОСУВАННЯ МОДЕЛЕЙ 

І МЕТОДІВ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ДВОЕТАПНИХ ЗАДАЧ 

РОЗМІЩЕННЯ - РОЗПОДІЛУ

5.1. Оптимізація двоетапного розподілу матеріального 

потоку на підприємствах паливно-енергетичного комплексу

Паливно-енергетичний комплекс (ПЕК) - найважливіша 

складова національної безпеки і економічного зростання України. У 

розвитку продуктивних сил країни він грає зростаючу роль, що 

обумовлено, з одного боку, загальносвітовими тенденціями, а з 

іншого - енергоємністю народного господарства і обмеженими 

енергоресурсами держави. Розвиток галузей ПЕК в значній мірі 

визначає динаміку, масштаби і техніко економічні показники 

промисловості і суспільного виробництва в цілому. Енергетика 

істотно впливає не тільки на розвиток, а й на територіальну 

організацію народного господарства.

Важливу роль в ПЕК України грає гірничодобувна галузь, 

оскільки запаси вугілля потенційно достатні для практично повного 

забезпечення потреб національного господарства країни. І, як 

зазначено в [137], використання розвіданих в даний час запасів 

вугілля, із залученням науково-обгрунтованих технологій на стадіях 

видобутку, збагачення, переробки та застосування палива і енергії 

забезпечить енергетичну безпеку країни без залучення зарубіжних 

енергоресурсів. А витяг потенційних вигод з освоєння паливних 
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ресурсів можливий лише за умови довгострокового, відповідального 

підходу до розвитку гірничодобувної галузі.

В умовах функціонування підземного гірничого підприємства 

матеріальні потоки являють собою (взаємопов'язану особливим 

чином) сукупність логістичних операцій, процесів, ланок і предметів 

починаючи з підготовки родовища до розробки, видобутку, 

переробки матеріальних ресурсів і закінчуючи споживанням 

(перерозподілом) готової продукції для досягнення загальних цілей 

логістичної системи. Транспортні системи шахт нерозривно пов'язані 

з потоковими процесами підприємств, що входять в систему 

виробничих об'єднань. У логістичних системах ПЕК склад фактично 

є проміжною ланкою між гірничодобувним підприємством і 

споживачами вугілля, і його розглядають як виробничий 

елемент [138].

В цілому, транспортно-логістичні системи паливно- 

енергетичного комплексу, в яких реалізуються процеси кругообігу 

матеріальних ресурсів, є досить ємними і складними, так як 

характеризуються великим числом господарюючих суб'єктів і 

посередників, розміщених в різних регіонах і на великих територіях, 

різним попитом різних споживачів, багатьма іншими факторами, що 

зумовлюють особливості організації процесу руху матеріальних 

ресурсів.

В [139] було розглянуто процес розміщення двоетапного 

виробництва з неперервнорозподіленим ресурсом, як приклад 

транспортно-логістичної системи паливно-енергетичного комплексу. 

Тут, структурними елементами були шахти (центри першого етапу). 
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які здійснюють видобуток вугілля, неперервно розподіленого на 

деякій території, і підприємства, які споживають або перероблюють 

вугілля (центри другого етапу). При цьому передбачалося, що за 

кожною шахтою закріплюється територія (зона) видобутку. Рух 

сировини в системі здійснюється спочатку в напрямку від кожної 

точки даної зони безпосередньо до місця його накопичення на 

відповідній шахті, а потім розсортований ресурс направляється в 

певних кількостях на підприємства, які виступають в якості 

споживачів - теплоелектроцентралі (ТЕЦ), збагачувальні фабрики, 

інші об'єкти. У зазначеній роботі були використані саме математичні 

моделі розміщення двоетапного виробництва з ресурсом, неперервно 

розподіленим на заданій області.

Вперше такі задачі та їх програми були розглянуті в [140]. Як 

вже зазначалося, неперервний характер їх обумовлений не тільки 

можливістю розміщення центрів першого етапу’ в будь-якій точці 

заданого континуальної множини, але і необхідністю розбиття самої 

множини або її частини на кілька зон. Нагадаємо, що метод 

вирішення сформульованих задач заснований на ідеї зведення їх до 

задач нескінченновимірного математичного програмування, для 

яких, в свою чергу, за допомогою застосування апарату’ теорії 

двоїстості оптимальний розв’язок вдається отримати в аналітичному’ 

вигляді. Хоча в отриманих розрахункових формулах і містяться 

параметри, що підлягають визначенню, для чого потрібно розв’язати 

допоміжну задачу’ оптимізації негладкою функції, виграш описаного 

підходу полягає в тому, що цільова функція результуючої 

оптимізаційної задачі залежить лише від кінцевого числа змінних, що 
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дозволяє застосовувати для її вирішення будь-які методи 

скінченомірної недиференційованої оптимізації [141, 142].

Як зазначалося в [139], актуальність таких наукових досліджень 

обумовлена створенням в даний час територіально-розподілених 

багаторівневих компаній, що включають в себе десятки великих 

підприємств і здійснюють повний цикл виробництва від видобутку 

сировини з його комплексним використанням, переробкою до 

транспортування кінцевим споживачам. При цьому корисно 

використовувати такий потужній інструментарій, як сучасні 

геоінформаційні системи та технології.

5.2 Можливості застосування геоінформаційних систем на 

підприємствах паливно-енергетичного комплексу

Загальний інтерес до використання геоінформаційних систем 

(ГІС) в різних областях практичної діяльності викликало в наслідок 

такої їхньої переваги перед іншими інформаційними системами, як 

можливість об'єднання різнорідних даних на основі географічної 

інформації. В даний час ГІС широко використовуються в 

містобудівній діяльності, природокористуванні та багатьох інших 

областях, надаючи користувачам можливості вирішення задач 

просторового аналізу, планування і прогнозування.

ГІС зберігає інформацію про реальний світ у вигляді набору 

тематичних шарів, які об'єднані на основі географічного положення. 

Цей простий, але дуже гнучкий підхід довів свою цінність при 

вирішенні різноманітних реальних задач. Електронні карти, як 
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правило, містять повну інформацію про протяжності доріг, їх 

зв’язність і умови переміщення по ним (швидкісні режими, 

заборонені з'їзди, наявність перевалочних пунктів і так далі).

Так. в [143] на основі багатоспектральних супутникових і 

супутніх даних про геологію, геоморфологію, топографію, населених 

пунктах і транспортних розв'язках, лісовий покрив, гідрологію та 

клімат розроблена платформа для вибору відповідного майданчика 

для розміщення ТЕС уздовж гірничодобувного району Індії. Цифрова 

інформація з супутника після попередньої обробки 

використовувалася для вивчення запасу пласта лігніту, а також 

аналізу використання землі та рослинного покриву. Інша тематична 

інформація, така як геологія, геоморфологія, межі вугільного басейну 

і інфраструктура, адміністративні кордони, канали і великі населені 

пункти були оцифровані з карт GSI і топографічних даних SOI 

відповідно. Всі тематичні векторні шари були об'єднані і 

представлені для накладення і виставлення пріоритетів. Вибір сайту 

для теплоелектростанції був заснований на чотирьох основних 

критеріях, таких як земля, вода, вугільна шахта і навколишнє 

середовище, і двох вторинних критеріях, а саме вартість і 

доступність місця розміщення. Розрахунок індексу придатності 

майданчиків виконаний з використанням інструменту просторового 

аналізу в ArcGIS 9.3.

Робота [144] присвячена питанням оптимального планування 

розподілених енергосистем на основі біомаси з метою задоволення 

потреб в електроенергії сільських регіонів Індії. Представлений тут 

підхід заснований на використанні інтелектуального аналізу даних і 
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сучасних ГІС спільно з алгоритмом кластеризації k-середніх, щоб 

розділити весь регіон на кластери і знайти системи генерування 

енергії біомаси. Оптимальне значення k визначається ітеративно з 

урахуванням відповідності попиту і пропозиції і вибирається таким 

чином, щоб мінімізувати загальні витрати на установку системи, 

витрати на транспортування біомаси, а також на передачу і розподіл. 

Результати кластеризації представлені на карті ГІС для регіону.

Модифікація класичної проблеми р-медіани, яка враховує 

просторовий розподіл ресурсів постачання і конкуренцію за них з 

боку потенційних об'єктів, запропонована в [145]. Тут представлено 

спрощене дослідження, що дозволяє оптимально визначити 

анаеробні реактори (AD) масштабу спільноти в районі в Іст-Мідлендс 

у Великобританії.

В [146] представлено нове розширення ГІС під назвою АгсМіпе, 

розроблене для підтримки планування меліорації в занедбаних 

районах видобутку. АгсМіпе надає чотири інструменти для:

- оцінки небезпеки осідання шахти;

- оцінки ерозії відходів шахти;

- аналізу шляхів потоку шахтної води на поверхні;

- визначення відповідних порід дерев для лісовідновлення 

шахти.

Просторова база даних, що включає топографічну і геологічну 

карти, карту7 знесення шахти і дані про свердловині. Про користь 

інформації про мінні небезпеки, що міститься в АгсМіпе для 

підтримки планування меліорації, свідчать факти його впровадження 

і використання при аналізі занедбаних районів видобутку в Кореї.
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В [147] розглянуті сучасні, засновані на геоінформаційних 

технологіях, методи та їх застосування для моделювання та оцінки 

небезпек, пов'язаних з видобутком корисних копалин, включаючи 

забруднення ґрунту, ерозію ґрунту, забруднення води і збезлісення.

Робота [148] присвячена пошуку оптимальних місць 

розташування вітроенергетичних установок на основі 

мультикритериального ГІС-аналізу придатності територій щодо 

розміщення вказаних об’єктів.

З розповсюдженням пандемії короновірусної хвороби (COVID- 

19) ГІС-технології почали використовувати також в сфері охорони 

здоров'я для визначення масштабів та впливу пандемії і прийняття 

відповідних управлінських рішень [149].

Ще одне дослідження [150], присвячене розміщення 

лікувальних засобів, базується не сумісному використанні 

геопросторових інформаційних систем (ГІС) та модифікацій 

генетичного алгоритму та рою часток.

В роботі [151] досліджено різноманітні геомаркетингові моделі 

для пошуку оптимального місця розташування компанії з роздрібної 

торгівлі. Авторами запропонована власна модель оптимального 

розміщення об’єктів бізнесу.

Цікаве дослідження з розміщення біоенергетичних заводів 

представлено в роботі [152]. Автори пропонують двоетапний підхід 

для визначення оптимальних зон розміщення об’єктів біоенергетики, 

який може знизити вартість доставки цукрового очерету до заводів в 

середньому на 31%.
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Інші приклади використання ГІС в різних сферах 

життєдіяльності людини при вирішенні задач розміщення - 

розподілу, наведені в роботах [153 - 155, і ін.].

При вирішенні неперервних багатоетапних задач розміщення- 

розподілу сучасні ГІС-технології можуть бути використані для:

1) оцінки запасів корисних копалин на території;

2) обліку’ рельєфних та інших особливостей місцевості, на якій 

можуть бути розміщені нові промислові об'єкти;

3) визначення найкоротшого шляху і розрахунку його довжини 

між об'єктами і т.п.

У приведеній далі роботі будемо використовувати 

кроссплатформену геоінформаційну систему QGIS з відкритим 

кодом, яка надає можливість використовувати інструменти аналізу, 

вибірки, геопроцессінга, управління геометрією і базами даних. 

QGIS включає в себе і функціонал пошуку найкоротшого шляху, 

необхідний при вирішенні практичних завдань оптимального 

розміщення-розподілу. Інформація про корисні копалини на 

території України, їх запаси, видобуток, а також про існуючі 

підприємства гірничодобувного комплексу країни міститься, 

наприклад, на інформаційному ресурсі «Мінеральні ресурси 

України» [155], який створений з метою ознайомлення користувачів 

з сучасним станом мінерально-сировинної бази України.
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5.3. Реалізації алгоритмів розв'язання двоетапних задач 

розміщення - розподілу з використанням геоінформаційних 

систем і ресурсів

Наведемо результати роботи розробленого програмного 

продукту для вирішення модельних двоетапних задач ОРМДЗ. В 

якості території, на якій здійснюється збір ресурсу, розглянемо 

родовище кам'яного вугілля в Дніпропетровській області, дані про 

який надані інтерактивною картою [156] (рис. 5.1). Місця 

розташування підприємств другого етапу будемо задавати довільно 

на території області, не прив'язуючись до жодних конкретних 

об'єктів.

Підготовчий етап обробки електронних карт полягає у 

видаленні з малюнка карти місць, які не належать території регіону 

за допомогою графічного редактора. Введемо умовну (відносну) 

прямокутну систему координат, прийнявши за початок довільну 

точку так, щоб розглянута область повністю містилася в 

прямокутнику П = {(Xj,x2): 0 < Xj < 12;0 < х2 < 12}.

В якості множини Q, що розбивається, виступає територія, яка 

відповідає на мапі самому родовищу. При чисельній реалізації 

алгоритмів проводиться дискретизація заданої області. Усі 

розрахунки було проведено при наступних значеннях похибки і 

параметрів г(а)-алгоритму: s12 =0.0001; ос = 3, р = 0.9, s = 0.0001. 

У всіх наведених нижче задачах передбачається, що сумарні потреби 

в ресурсі для підприємств другого етапу становлять 1 умовну 

одиницю. А отже, відповідно до умови (3.31), сумарний обсяг
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ресурсу, що збирається на Q всіма підприємствами першого етапу, 

також дорівнює 1 ум. од. Для обчислення функцій <(х,т;.) та 

<(т.,ту) застосовується метрика Мінковського 

с(х, у) = І У + (х2 - у2) І при конкретному завданні

параметра р. Функція р(х) = 1 для всіх точок області Q.

* Легенда карти

Газоподібні горючі корисні копалини

А Газ природний

Природний газ (метан) 
° кам'яновугільних родовищ

Тверді горючі корисні копалини

_ Вугілля буре

■ Вугілля кам'яне

_ Торф

Рідкі горючі корисні копалини

X Газовий конденсат

А Нафта

А Нафта та газовий конденсат

Рис. 5.1. Родовище кам'яного вугілля на території Дніпропетровської 

області

Задача 5.1. Неперервна задача ОРМДЗ з фіксованими центрами. 

Вихідні дані: N = 4,М = 7;if =(6.094; 3.52), <=(9.35; 3.828), < = 

(9.702; 5.082),< = (7.832; 4.356);<=(10.098; 4.202), < = (8.91; 

6.446),if = (7.788; 2.574),<=(4.466; 2.398), <= (2.2; 4.422),< = 

(2.464; 6.644),<=(6.292;5.39); .ЬП =(0.174; 0.06; 0.127; 0.154; 0.158; 

0.192; 0.131). На рис. 5.2 представлені оптимальні розбиття множини 

Q і вказані зв'язки підприємств першого і другого етапів в двох 

варіантах:
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а) параметр метрики Мінковського р = 1 і для функцій с/(х, тг), 

і для функцій с" (т., т.). а. = 0, і = 1,4;

б) р = 10 для функцій с'(х. у). Д = 1 для функцій с77(т,,ту), а = 

(0.5; 0.62; 0.36; 0.45).

Кількість зібраного ресурсу відповідними підприємствами 

першого етапу при цьому' склало з точністю 0.001:

а) У =(0.307; 0.219; 0.178; 0.295);

б) Ьг= (0.29; 0. 194; 0.201; 0.313).

Як видно з рисунку, наявність зв'язку’ між підприємствами 

першого і другого етапів ідентичні, є невелика різниця лише в 

кількості перевезеного ресурсу, яка відображена в табл. 5.1.

Рис. 5.2. Оптимальне розбиття множини і схема перевезень 

ресурсу між підприємствами першого і другого етапів

Неперервна задача ОРМДЗ з розміщенням центрів І етапу.

Дана задача вирішувалася при різних вихідних даних.
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Таблиця 5.1. - Кількість перевезеного ресурсу між 

підприємствами двох етапів в задачі 5.1

Номер центру І 
етапу 

і

Номер центру II 
етапу

7

Кількість перевезеного ресурсу в 
задачі

а б
2 1 0.1748 0.1748
3 2 0.0606 0.0606
2 3 0.044 0.0199
4 3 0.083 0.1075
1 4 0.155 0.1548
1 5 0.152 0.1352
4 5 0.0062 0.0233
3 6 0.1177 0.1407
4 6 0.0746 0.0517
4 7 0.1314 0.1314

Задача 5.2. Вхідна інформація: N = 4,М = Т, if =(8.8; 6.4), т2 = 

(10.1; 4.36), < = (5.5; 1.8), <=(4.5; 2.8), if = (2.6; 3.6), < = (2.3; 5.6), 

<=(4.95;5.37); У7 =(0.14; 0.173; 0.134; 0.16; 0.133; 0.076; 0.181); 

а,=0, z=l,4, риі =2. Початкове розташування центрів першого 

етапу показано на рис. 5.3,а. Тут же зображено відповідне йому 

розбиття множини і схема додаткових зв'язків як розв’язок ОРМДЗ з 

фіксованими центрами. Відзначимо, що значення цільового 

функціоналу задачі при таких даних дорівнює 4.4322 ум. од. При 

розв’язуванні задачі ОРМДЗ з розміщенням центрів отримані 

наступні компоненти оптимального розв’язку: <=(7.93; 3.92), 

<=(7.01; 3.45), < = (9.13; 4.78), < = (9.07; 4.0); vn=0.14, v12=0.08, 

v22=0.09, v23=0.134, v24=0.127, v34=0.033, v35=0.136, v36=0.072, 

v46=0.004, v47=0.182. Оптимальне розбиття і додаткові зв'язки
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зображені на рис. 5.3.6. Оптимальне значення функціоналу 3.5011 

ум. од., що значно менше в порівнянні з вказаною вище величиною.

Рис. 5.3. Оптимальне розбиття множини і схема перевезень 

ресурсу між підприємствами першого і другого етапів в задачі 5.2

Задача 5.3. Вхідна інформація: N = 6,М = 3; т77=(4.246;2.53), 

т77 = (1.54; 6.424), т77 = (8.7; 6.16); b11 =(0.337; 0.161; 0.502); 

У =(0.12,0.15,0.18,0.1,0.13,0.17), a"=0,z=U, /Л77 =1. На

рис. 5.4,а показано початкове розташування центрів першого етапу, а 

також відповідне розбиття множини і схема додаткових зв'язків, 

отримані як розв'язок ОРМДЗ з фіксованими центрами. Значення 

цільового функціоналу задачі при таких даних дорівнює 7.13 ум. од. 

При розв'язуванні задачі ОРМДЗ з розміщенням центрів отримані 

наступні компоненти оптимального розв'язку: if =(6.7; 3.6). т2=(7.39; 

3.3), т7 = (7.7; 3.9). т7 = (8.35; 4.13), т7 = (9.2; 3.96). т7 = (9.57; 4.75); 

vn=0.214. v21=0.122, v12=0.021, v32=0.13, v42=0.()1, v43=0.171, 

v53=0.143, v63=0.188. Кількість зібраного ресурсу відповідними
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підприємствами першого етапу при цьому склало з точністю 0.001 

ЬІ = (0.236; 0.122; 0.129; 0.181; 0.142; 0.188). Оптимальне розбиття і 

додаткові зв'язки зображені на рис. 5.4,6. Значення функціонал}' 

7.06 ум.од.

Рис. 5.4 - Оптимальне розбиття множини і схема перевезень ресурсу 

між підприємствами першого і другого етапів в задачі 5.3

Для стислості представлення результатів розв'язку інших задач 

в табл. 5.2 наведемо лише оптимальне розбиття при фіксованих 

центрах першого етапу (в початковому їх наближенні), а також 

оптимальне їх розміщення з відображенням закріплених за ними зон і 

додатковими зв'язками з підприємствами другого етапу. Зауважимо, 

що у всіх експериментах з оптимального розміщення центрів 

спостерігається зниження цільового функціоналу на 10 - 30% в 

порівнянні з його значенням на початковому наближенні.

Для порівняння в першому рядку таблиці наведені результати 

розбиття з використанням манхеттенської метрики; в другій - 

метрики Мінковського, р = 10; в третій - евклідової метрики.
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На рис. 5.5 проілюстровано розбиття області на шість зон, з 

урахуванням того, що два підприємства другого етапу знаходяться на 

території, що підлягає розбиттю.

Таблиця 5.2 - Результати розв’язку неперервних задач ОРМДЗ з

розміщенням центрів І етапу
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Рис. 5.5. Оптимальне розбиття множини і схема перевезень 

ресурсу

Рис. 5.5. а відповідає фіксованим координатами центрів 

першого етапу. На рис. 5.5. б представлений випадок оптимального 

їх розміщення. Як неважко помітити, і в одному, і в іншому випадках 

розбиття таке, що центри другого етапу виявляються на кордоні між 

деякими зонами, а центри першого етапу є вершинами 

багатокутників з центрами тяжіння в точках т1. .

Зауважимо, що при вирішенні конкретних практичних 

двоетапних задач ОРМДЗ з фіксованими центрами для пошуку 

найкоротшого шляху між будь-якими двома центрами першого і 

другого етапів з урахуванням дорожнього графа можна 

використовувати бібліотеку Google Maps Distance Matrix API. 3 

метою скорочення числа звернень до бібліотеки Google Maps 

Distance Matrix API, а, отже, і кількості задіяних обчислювальних 

ресурсів - як обсягу оперативної пам'яті і часу, необхідного на 

виконання як одного запиту, так і в цілому всіх запитів, розв'язання 

задачі ОРМДЗ з розміщенням центрів може проводитися в два етапи.

На першому етапі слід розв'язати задачу з функціями відстаней, 

рівними одній з відомих метрик - манхеттенська, евклідова, 
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Мінковського, Чебишева. Вибір метрики здійснюється шляхом 

попереднього порівняння результатів розбиття конкретного регіону 

на основі відстаней між точками, що обчислюються теоретично і за 

допомогою ГІС.

На другом)7 етапі, підключаючи ГІС для пошуку фактичної 

відстані між знайденими центрами та точками регіону, визначається 

оптимальне розбиття заданого регіону і витрати на перевезення 

ресурсу між підприємствами першого і другого етапів.

Таким чином, на прикладі розв’язку модельних двоетапних 

задач розподіл)7 сировинних потоків продемонстрована можливість 

зменшення сукупності витрат, пов'язаних з управлінням 

матеріальними і супутніми їм сервісними потоками по всій 

логістичній ланцюга, починаючи від моменту зародження потоку аж 

до надходження його кінцевому споживачеві.

Розроблене програмне забезпечення, що реалізує алгоритми 

розв’язку задач ОРМДЗ із залученням сучасних геоінформаційних 

ресурсів, може застосовуватися для кількісного обґрунтування і 

прийняття рішення про розміщення нових підприємств, пов'язаних з 

видобутком корисних копалин або іншого ресурсу, неперервно 

розподіленого на деякій території, з урахуванням його подальшої 

доставки до кінцевих споживачам.

Представлений математичний і алгоритмічний апарат 

розв’язування неперервних задач ОРМДЗ в застосуванні до 

підприємств паливно-енергетичного комплексу дозволяє отримувати 

розбиття район)' родовища на зони [156, 157], за якими підприємства 

першого етап)’ закріплюються монопольно. Однак, за даними 
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інтерактивної карти горючих корисних копалин [158], території 

деяких діючих шахт, що розробляють одне і те ж родовище, можуть 

перекриватися (що пов'язано з видобутком вугілля на різних 

пластах). Врахувати таку ситуацію при описі двоетапних 

оптимізаційних задач розміщення-розподілу можна, наприклад, за 

допомогою моделей неперервних задач оптимального 

мультиплексного розбиття множин [159], що становить напрямок 

подальших наукових досліджень.
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висновки

В монографії представлені математичні моделі, методи і 

алгоритми розв’язання задач розміщення двоетапного виробництва, 

структурними елементами якої є підприємства, які здійснюють збір 

деякого ресурсу, і підприємства, які цей ресурс споживають або 

переробляють. Ключовою особливістю задач є той факт, що ресурс, 

що перерозподіляється між суб’єктами виробництва, неперервно 

розповсюджений на деякій заданій території.

Наведені результати досліджень свідчать про те, що вивчення 

організації багатоступеневих задач розподілу сировинних потоків 

між учасниками ринку завжди має проводитися відповідно до таких 

методологічних принципів, як системний підхід і глобальна 

оптимізація загальних витрат. Всі елементи багатоступеневої 

логістичної системи варто розглядати як взаємопов’язані та 

взаємодіючі для досягнення спільної мети функціонування системи, а 

оптимізацію функціонування проводити не для окремих елементів, а 

для всієї логістичної системи. Одночасно слід враховувати загальну 

суму витрат, обумовлених управлінням матеріальними потоками і 

пов'язаними послугами по всьому логістичному ланцюжку, 

починаючи з моменту зародження потоку і до його надходження до 

кінцевого споживача. Саме так інтереси та цілі функціонування 

окремих елементів системи узгоджуються з основною цільовою 

функцією всієї системи - досягненням оптимальних транспортних та 

супутніх витрат.
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Оскільки за своїми математичними постановками побудовані 

моделі є узагальненням задач оптимального розбиття континуальних 

множин з розміщенням центрів підмножин на випадок врахування 

додаткових зв'язків, обумовлених наявністю другого етапу, 

реалізація таких моделей базуються на основних положеннях теорій 

неперервних задач оптимального розбиття множин і задач лінійного 

програмування транспортного типу.

Представлені обчислювальні експерименти з розв'язання 

модельних задач ОРМДЗ дозволяють переконатися, що системний 

підхід до вирішення питань з розміщення двоетапного виробництва 

дає можливість отримати синергетичний ефект, що впливає на 

досягнення спільної мети всіх суб’єктів логістичної системи.

На прикладі управління системою потоків сировини 

гірничодобувної системи (кар'єр, підземний рудник, збагачувальний 

завод) продемонстровано можливість використання сучасних 

геоінформаційних технологій під час розв’язання конкретних 

практичних задач ОРМДЗ. Таке поєднання розробленого 

програмного забезпечення і ГІС сприяє кількісному обґрунтуванню 

та прийняттю рішень щодо розміщення нових підприємств, 

пов'язаних з видобутком і подальшим перерозподілом ресурсу, 

неперервно розповсюдженого на певній території.

Перспективними напрямками подальших досліджень в 

теоретичному аспекті є обґрунтування збіжності ітераційних 

процесів в запропонованих алгоритмах розв’язання двоетапних 

задач; узагальнення математичних моделей на випадок: наявності 

додаткових етапів перерозподілу ресурсу або переробленого 
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продукту; врахування обмежень на потужності підприємств того чи 

іншого етапу; розбиття території на зони, за якими підприємства 

першого етапу закріплюються не монопольно, а з перекриттям, та ін.

Крім того, інтерес представляє застосування відмінних від г- 

алгоритму, методів розв'язання задач мінімізації негладких функцій, 

що отримуються в результаті редукції задач ОРМДЗ, наприклад, 

квазіньютоновскіх або методів DFO (Derivative-free optimization).

В практичному аспекті цікавим напрямком досліджень є 

застосування запропонованих моделей і алгоритмів для вирішення 

проблем при створенні територіально-розподілених багаторівневих 

компаній, що здійснюють повний цикл виробництва від заготівлі 

сировини з його комплексним використанням, випуском продукції до 

транспортування кінцевим споживачам. Впровадження 

запропонованих моделей і відповідного програмного забезпечення із 

залученням сучасних геоінформаційних ресурсів дозволить знизити 

витрати на просування матеріальних потоків, підвищити 

ефективність використання природних ресурсів.

Бурхливий розвиток сучасних ГІС-технологій обумовлює 

можливість врахування якомога більшої кількості початкової 

інформації (складну границю області, на якій розповсюджений 

сировинний ресурс, його кількість, місця можливого розміщення 

об’єктів першого етапу, а також, заборонені для цього території та 

ін.), здійснення сегментації карт і геопространственного 

інтелектуального аналізу даних. Залучення таких можливостей ГІС 

при розв'язанні багатоетапних задач розміщення - розподілу - ще 

один перспективний напрямок наукових досліджень.
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ДОДАТОК А

МОДИФІКОВАНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВ'ЯЗКУ ЗАДАЧІ ОРМДЗ

Для другого підходу розглянуто таку розширену функцію:

Q ’ ₽1 7=1

+ЕЙ/ГІ7 +Z)SSmax2(0--V!/) +£’SSmax2(0’Vl/< -ГІ7 "S' (Т1 >Т77

7=1 1=1 7=1 1=1 7=1

де D - досить велике додатне число (значно більше максимального з 
множників Лагранжа для функції (3.13)).

Алгоритм 3.
Крок 0.
Множину^ Q заключаемо в паралелепіпед П, сторони якого паралельні 

осях декартової системи координат, вважаємо р(х) = (). при їеПШ 
Паралелепіпед П покриваємо прямокутної сіткою.

1. Задаємо початкове наближення (тД\р) = (т71'0-’,^/0-’) та (v. ту) = (v'01. г|,0‘).
2. Обчислюємо значення Х(0)(х) в вузлах сітки за форму?лою (3.24) при 

т' =тЖ>л/=ч/0)

З Обчислюємо компоненти псевдоградієнту функції у вузлах сітки за 
формулами:

g) =/р(^К;^(-їЖ+Е^>!!+ЕЕ2£’тах(0і1І7+м\-с"('сі(Б.і)
О 7=1 1=1 7=1

gp =|р(х)Л,.(хЖ-^г..+^2Птах(0д]у+Ч/і.-с"(т;,т")Х (Б.2)
Я 7=1 7=1

де g) - /-а компонента 2А-мірного вектору узагальненого градієнту gf 

функції с' в точці т7, g jj~ і-a. компонента 2.\'-мірного вектору узагальненого 

градієнту g) функції с77 в точці т7:

gp =-£>!/ +bj +£2Пшах(0;777. + і/л -с77(г,7,?77)),

gp =c1j(ti.th)-r/i -y/.-2Dmax(0;-v=), (Б.4)

При т7 =т7(О),\|/ = \|/(о:і, л = /:Оі. v=v(0), т|=т|(0).
3. 3 Обираємо початковий пробний крок h: >0 г-алгоритму і знаходимо: 

т7,:о) =Рп(тіт-hog^y°\^\v^)) '

v<w = V7(0)+/A)g;(/(0),y/(0\77«)\A/(»)
= Г)(0) +^р(тіт ,y/<0\7](a\vm)
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(/(»>.
де Рп - оператор проектування на Q.

Нехай вже проведено (І -1) крок алгоритму, опишемо 7-ий шаг.
Крок /.
1. Обчислюємо значення Х(/)(х) в вузлах сітки за формулою (3.24)
2. Обчислюємо компоненти псевдоградієнту функції в вузлах сітки за 

формулами (Б.1) - (Б.4) при т1 = ттч), \|/ = \|АП, Х = л(/Ч), v = v(/4), т) =і](/-1).
3. Проводимо 7-ий шаг r-алгоритму і знаходимо: 

т/(/) =рп(тд«)

° =-Д/Ч)-h^g^^.^.^, 
де hl - кроковий множник, вибір якого здійснюється з умови мінімуму у 
напрямку , /7/./7/'./7/./7;' - оператори перетворення простору в основний 
простір, які перераховуються за формулами, аналогічними формулам (3.25) - 
(3.26).

4. Якщо виконаються умова
I(т(/). V1' - П ' - Vі ■) - (г"Ч), V(W), v(;4) )|| < є, є > 0

перехід на п.5, якщо ні - 7 = (7 +1) і перехід на п. 1.
5. Розраховуємо значення цільового та двоїстого функціоналів. Кінець 

алгоритм)'.
Алгоритм описаний.
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ДОДАТОК Б

ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ДОДАТКОВИХ ЗВЯЗКІВ НА ФОРМУ 

ГРАНИЦЬ МІЖ ІІІДМНОЖИНАМИ В ОПТИМАЛЬНОМУ РОЗБИТТІ

ЗАДАНОЇ МНОЖИНИ

Наведемо результати розвязання модельних задач ОРМДЗ в яких 

спеціальним чином розташовані центри першого та другого етапів.

Модельна задача 1. Нехай на території, що має форму квадрату 

Q = ((x,y) :0<х<1,0<у <1}, рівномірно розподілений ресурс, який 

використовує двоетапне виробництво. Припустимо, що цей ресурс може бути 

перероблений чотирма підприємствами першого етап}-', а продукт переробки 

направляється для подальшого використання на два підприємства другого 

етапу. Відомі координати розташування підприємств першого т[ = (0,25;0,25), 

т'=(0,25;0,75), z( = (0,75; 0,75), < =(0,75;0,25) і другого = (0,3;0,4),

zf =(0,8;0,8) етапів.

Функція, що описує витрати на транспортування сировини від 

постачальника з координатами (х, у) до підприємства з координатами 

Т/ =(ть’т2,)> Для всіх підприємств однакова і задана у вигляді:

с’О,и<) = + (у~X = Й■ (В. 1)

Витрати на транспортування продукції від підприємства zf = (z^., z^.) 

першого етапу до підприємства = (т^.,т“) другого етапу описуються у 

вигляді:

СЖ^") = +(<, -т" / , / = ШУ = W ■ (В.2)

Запаси сировини рівномірно розподілені на обмеженій території Q. Для 

простоти вважаємо, що p(x.v) = l. Обмеження на виробничі потужності 

підприємств другого етапу, задані рівними 0,2, і 0,8 відповідно.
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Необхідно розбити територію Q на зони збору сировини і визначити 

обсяги поставок продукції від підприємств першого етапу до підприємств 

другого етапу таким чином, щоб мінімізувати функціонал сумарних витрат 

(2.16) доставку сировини і готової продукції за умов (2.17) - (2.18).

На рис. В.1, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів. 

При цьому в якості початкових значень компонент вектор-функції 

Х(-) обирались наступні:

ҐО,/ = 1,2,3
X 0)(х) =

[1, / = 4, VxeQ

Тобто напочатку вважалося, що усі точки х є Q належать лише 

підмножині Q4.

Для розв'язання поставленої задачі множина Q покривалася сіткою з 

кроком h = 0,01. Умовою припинення рахунку' було виконання одного з 

нерівностей:

В результаті застосування описаного алгоритму' були отримані наступні 

результати:

- оптимальне розбиття множини Q, представлене на рис. В.2:

- оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В. 1.);

- потужності підприємств першого етапу', рівні відповідно:

Ь[ =0,438: Ь‘г =0,119; Ь' = 0,069; =0,373.

- мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): 1= 1,42;

- значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G*= 1,42.
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Рис. В. 1. Вихідні дані 
модельної задачі З

Рис. В.2. Результат розв'язання 
модельної задачі З

Таблиця В. 1
Обсяги перевезень, отримані при розв’язанні модельної задачі З

т
0.2 0.238

А 0 0.119
А 0 0.069

0 0.373

Для порівняння ця ж задача була розв’язана без врахування розміщення 

підприємств другого етапу (задача ОРМ при фіксованих центрах підмножин 

без обмежень). Оптимальне розбиття множини О. отримане в результаті 

розв'язання задачі показано на рис. В.З.
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Отримані значення потужностей підприємств:

b[ =0,2474; Ь'г =0,2426; =0,2476; b[ =0,2425.

Значення цільового функціоналу: І = 0,5753

Як бачимо, поява додаткових зв'язків (підприємства другого етапу) 

істотно впливає на розбиття. Якщо таких зв'язків немає - множина розділена на 

рівні за потужністю підмножини, при врахуванні таких зв'язків - велику площу 

має територію обслуговування підприємства, яке знаходиться ближче до 

підприємств другого етапу- т(, і відповідно, менші витрати на перевезення 

готового продукту до підприємств другого етапу.

Модельна задача 1 а. Нехай на території Q = {(x. у): 0 < х < 1,0 < у < 1} 

рівномірно розподілений ресурс, який використовує двоетапне виробництво. 

Припустимо, що цей ресурс може бути перероблений чотирма підприємствами 

першого етапу, які розташовані на території Q. Продукі переробки 

направляється для подальшого використання на три підприємства другого 

етапу.

Відомі координати розташування підприємств першого т[ = (0,25; 0,25), 

т'=(0,25;0,75), <= (0,75; 0,75), < =(0,75;0,25) і другого if = (0,3;0,4), 

< =(0,4;0,3), xf=(0,3;0,8) етапів. Функція, що описує витрати на 

транспортування сировини від постачальника з координатами (х, у) до 

підприємства з координатами =(т(,.,Т2,), для всіх підприємств однакова і 

задана у вигляді (В.1), а витрати на транспортування продукції від 

підприємства =(t(;.tQ першого етапу до підприємства =(т1рт(/^ 

другого етапу описуються у вигляді (В.2).

Запаси сировини рівномірно розподілені на території Q. Для простоти 

вважаємо, що р(х,у) = 1. Обмеження на виробничі потужності підприємств 

другого етапу, задані рівними 0,2, 0,4 і 0,4 відповідно.
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На рис. В.4, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.

В результаті застосування алгоритму 1 отримані наступні результати:

-оптимальне розбиття множини Q. представлено на рис. В.5;

-оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.2);

-потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно:

=0,5853; Ь'г =0,2965; Z>( =0,072; b\ =0,0462.

- Мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): І =0,97690;

- значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G’ = 0,97301.

Рис. В.4. Вихідні дані 
модельної задачі 1

Рис. В.5. Результат розв'язання 
модельної задачі 1
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Очевидно, що зміна виду додаткових зв'язків також істотно впливає на 

вигляд розбиття множини.

Зміна розміщення центрів другого етапу

Модельна задача 16. Нехай на території Q = {(x,y):0<x<l,0<j<l} 

рівномірно розподілений ресурс, який використовує двоетапне виробництво. 

Припустимо, що цей ресурс може бути перероблений чотирма підприємствами 

першого етапу, які розташовані на території Q. Продукт переробки 

направляється для подальшого використання на два підприємства другого 

етапу.

Функція, що описує витрати на транспортування сировини від 

постачальника з координатами (х, у) до підприємства з координатами 

т/ =(тієт2,)= Для всіх підприємств однакова і задана у вигляді:

cf(х,у,) = у/(х-^)2 +(у-т'21.у ,і = 1,4.

Витрати на транспортування продукції від підприємства т/ =(тірт2,) 

першого етапу до підприємства = (Tij’T2j) ДРУГ0Г0 етапу описуються у 

вигляді:

< («) = ^(<-< )2+(< -<у)2, / = Ш у = W ■

Запаси сировини рівномірно розподілені в області Q. Для простоти 

вважаємо, що р(х,у) = 1. Обмеження на виробничі потужності підприємств 

другого етапу, задані рівними 0,2, і 0,8 відповідно.

Необхідно розбити область Q на зони збору сировини і визначити обсяги 

поставок продукції від підприємств першого етапу до підприємств другого 

етапу таким чином, щоб мінімізувати функціонал сумарних витрат (2.16) 

доставку сировини і готової продукції за умов (2.17) - (2.18).

На рис. В.6, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.
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При цьому в якості початкових значень компонент вектор-функції 

/.(Добирались наступні:

Х,(0)(х) =
0, / = 1,2,3
1, / = 4, Х/хєО

Тобто напочатку вважалося, що усі точки х є Q належать лише 

підмножині Q4.

Для розв'язання поставленої задачі область Q покривалася сіткою з 

кроком А = 0,01. Умовою припинення рахунку було виконання одного з 

нерівностей:

|4-44|<io-6, H^-Vjl^io-6

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати:

-оптимальне розбиття області Q, представлене на рис. В.7;

-оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.З.);

- потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно:

Ь' =0,82; Ь'_ =0; b' =0,153; b' =0,027.

- мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): 7=0,92363;

- значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66):

G* = 0,91954.

Рис. В.6. Вихідні дані 
модельної задачі 2
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Таблиця В.З
Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2

0.2 0.62
Т2 0 0

0 0.153
А 0 0.027

Модельна задача їв. Нехай в області Q = {(x,y):0<x<l,0<y,<l} 

рівномірно розподілений ресурс, який використовує двоетапне виробництво. 

Припустимо, що цей ресурс може бути перероблений чотирма підприємствами 

першого еташу які розташовані в області Q. ІІродукт переробки направляється 

для подальшого використання на два підприємства другого етапу.

Функція, що описує витрати на транспортування сировини від 

постачальника з координатами (х, у) до підприємства з координатами 

т,/ = (ть - т2,) ’для ВС1Х підприємств однакова і задана у вигляді:

с,7 (V,У, +(у-<)2 ,/ = 1,4.

Витрати на транспортування продукції від підприємства т' 

першого етапу до підприємства =(т(7,т^) другого етапу описуються у 

вигляді:

с"«^7) = > і = ШJ = W •

Запаси сировини рівномірно розподілені в області Q. Для простоти 

вважаємо, що р(х,у) = 1. Обмеження на виробничі потужності підприємств 

другого етапу, задані рівними 0,2, і 0,8 відповідно.

Необхідно розбити область О на зони збору сировини і визначити обсяги 

поставок продукції від підприємств першого етапу до підприємств другого
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етапу таким чином, щоб мінімізувати функціонал сумарних витрат (2.16) 

доставку сировини і готової продукції за умов (2.17) - (2.18).

На рис. В.8, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів. 

При цьому в якості початкових значень компонент вектор-функції 

?_(•) обирались наступні:

ҐО,/ = 1,2,3
X 0)(х) =

[1, z = 4, VxeQ

Тобто напочатку вважалося, що усі точки х є Q належать лише 

підмножині Q4.

Для розв'язання поставленої задачі область Q покривалася сіткою з 

кроком h = 0,01. Умовою припинення рахунку було виконання одного з 

нерівностей:

||4 -^_і||<ю-6.
В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати:

-оптимальне розбиття області Q, представлене на рис. В.9:

-оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.4.);

-потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

=0,15; Ь1, =0,5; =0,16; Ь\ =0,19.

- мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): І =0,9756;

- значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 0,98505.
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Рис. В.7. Вихідні дані 
модельної задачі 2

Рис. B.S. Результат розв'язання 
модельної задачі 2

Таблиця В. 4
Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2

0,15 0
А 0 0,5
А 0 0.16
А 0,5 0,14

Модельна задача 1г. Умови цієї задачі аналогічні задачі 1а, за 

виключенням місць розташування підприємств другого етапу, а саме: 

< =(0,3;0,4), < =(0,4;0,3), < =(0,5;0,б)

На рис. В.9, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати:

- оптимальне розбиття області Q, представлене на рис. В. 10;

- оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.5.);

- потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно:

Ь{ =0,14; Ь[ =0,31; Ь' =0,25; Ь\ =0,30.

- мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16):/= 1,11259
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- значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G*= 1,11963.

Рис. В.9 - Вихідні дані 
модельної задачі 2

Рис. В. 10. Результат розв'язання 
модельної задачі 2

Модельна задача Ід. Умови цієї задачі аналогічні задачі 1а, за 

виключенням місць розташування підприємств другого етапу, а саме: 

<= (0,3; 0,4), if =(0,4;0,3), < =(0,3;0,5)

На рис. В. 11, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати:

- оптимальне розбиття області Q, представлене на рис. В. 12;

- оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.6.);

- потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно:
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b{ =0,24; b', =0,44; Z>( =0,16; b\ =0,16.

- мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16):/= 1,0516

- значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 1,05466.

Рис.В. 11. Вихідні дані 
модельної задачі 2

Рис. В. 12. Результат розв'язання 
модельної задачі 2

Модельна задача 1е. Умові цієї задачі аналогічні задачі 1а, за 

виключенням місць розташування підприємств другого етапу, а саме: 

if =(0,3;0,4), <=(0,4;0,3), <=(0,8;0,2)

На рис. В. 13, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати:
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- оптимальне розбиття області Q, представлене на рис. В. 14;

- оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.7);

Рис. В. 13. Вихідні дані 
модельної задачі 2

Рис. В. 14. Результат розв'язання 
модельної задачі 2

Таблиця В. 7
Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2

0,04 0 0
Т2 0 0,16 0
А 0 0,19 0
А 0,16 0,05 0,4

- потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно:

Ь[ =0,04; Ь1, =0,16; b'3 =0,19; b\ =0,61.

- мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16):/= 1,32187

- значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G*= 1,33131.
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ДОДАТОК В

ОПТИМАЛЬНІ РОЗВ’ЯЗКИ, ОТРИМАНІ В РЕЗУЛЬТАТІ

ОБЧИСЛЮВАЛЬНИХ ЕКСПЕРИМЕНТІВ

№ експерименту 

Вихідні данні

Оптимальне 

розбиття

№73

TV = 4;

b“ =0.5, j =U

№74

TV = 4;

b” =0.5, j =U

№75

N = 5-

b" =0.5, j =U

Оптимальні координати центрів підмножин та 

їх потужності
|д ] J.X 2 V

X J Y 1 Ы 1 ■■і 0,0180000
•ЕіЙ 0 7285 02702* 2_ .2 02542000

2_ 0,6140 02466 02410! X. 1 02456909
0,3717102523 02407! 3 02МС999
0.6242' 0 7476» 02460! « 2 02457999

1=0,8731

1 мІТауІ X 1 ¥ 1 Ы 1
1 МПК 0.5574- 0,27551 2
2_ 0.7577^0.4897» 0,35831 3 1____ 0.109901
J__0.127510.7839 0,10991 4 4 1 0,074894 10.5930:0.7514 0.21641 4 2 0.141601

1=0,8175

х 1 1x2 V
т»»х|_ЛІ ¥ 1 tol 1 ■ і 0,2615001
J__рад 0.3096 0.2218! 2 —Iі 0,0783001
2_ 0,2892:0,8551-0.07831 3 3 Д 0,1126001
3 0,2796» 0.7325 0.11261 4 4 L 0,221599!
4 0,530610,7906 0.2215! 5 1 0,238499!
5 0.5230» 0,3956 0.3259! 5 І2 0,087500!

1=0,6075

№76

N = 6;

b” = 0.5, j =U

№77

N = 6;

b“ =0.5, j =U

______________ |д| 1 х 2 1 V
¥ 1__ fcl_J 1 ШВІ 7 П ПМЙППС

0,7635 0.04701 2 1 0.17S900C
2_ 0,2556 0,3577 0.2011! 2 2 0,025299*

0,5101 0,3136 0,3240!
0,8486:0.05331

3 1 0,324099*
j___ 0,3003 4 2 0.053300С

£_
0,5451
0,2402

0,7816 0.2357!
0,7579 0.09901

5 2 0,235799*
6 2 0.099000С

1=0,5243
жД_ 2 1 V
ВІ1 0190W0M

х У [ Ы І 2- г і Q.1T93WW
2 2 0.015300000.Z9O7- О.«»3*

0.778?
0.3*30*
0.8Ф504

0,59 ікй, 1944!
07433 о.гізг
0.4094 0.K444 ГГ

ГІ 1 2 021329W
4 1 04ЮМММ
$ 1 Q.QTJMOOO

o.ew.
0.258Г

0,4079 0.0749*
0,5063 0,2717Н

2_ 6 і 5,55111513
6 2 027135W

[=0,5896

198



199



Ольга Дмитрівна Станіна 
Світлана Альбертівна Ус 

Лариса Сергіївна Коряшкіна

МОДЕЛІ ТА МЕТОДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО РОЗМІЩЕННЯ ДВОЕТАПНОГО 
ВИРОБНИЦТВА З НЕПЕРЕРВНО РОЗПОДІЛЕНИМ 

РЕСУРСОМ

Монографія

Авторська редакція

Підп. до друку 30.11.2021. Формат 30x42/4.
Папір офсетн. Ризографія. Ум. друк. арк. 11,7. 

Обл.-вид. арк. 12,8. Наклад 100 прим.
Замовлення №5102/489.

Видавець «Свідлер А.Л.»
49041, м. Дніпро, а/с 2493, тел. +38 (067) 635-78-83 

Свідоцтво про внесення до Державного реєстру 
суб'єктів видавничої справи:

Серія ДК № 3876 від 10.09.2010 р.
Надруковано в типографії видавця «Свідлер А.Л » 

http://garant-sv.com.ua

200

http://garant-sv.com.ua

